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Resena

Todos los pueblos y culturas se caracterizan por haber desarrollado
una vision propia del mundo compuesta de creencias, ritos,
costumbres, manifestaciones artisticas, lengua, gastronomia,
tecnologia... y matematicas.

Este libro le propone embarcarse en un apasionante viaje numeérico
a través de la historia y las culturas, con paradas repartidas a lo

largo y ancho del globo y la imaginacion matematica como guia.
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Prefacio

Todos los pueblos y culturas se caracterizan por haber desarrollado
unas creencias y ritos propios, una filosofia de la vida, un modo de
organizacion social, un lenguaje, una literatura, una gastronomia,
unas manifestaciones artisticas, un sistema de comercio, una
tecnologia, una arquitectura y, ¢por qué no?, unas matematicas.
Entendemos nuestras matematicas como un producto cultural que
nuestra cultura occidental crea a diario en sitios especificos como
son universidades y centros de investigacion. Pero también se hacen
matematicas en otros ambitos, profesionales o no, y cuyo
conocimiento se ha desarrollado al margen de las perspectivas
académica y occidental.

La historia de las matematicas que conocemos es occidental. Pero,
aun asi, sus cimientos se hallan en contextos extraacadémicos
previos a nuestra cultura. La investigacion antropologica se ha
preocupado poco de los aspectos matematicos. Por lo general, no ha
ido mas alla de la documentacion anecdoética de sistemas de
numeracion y conteo. La colonizacion occidental tampoco se ha
preocupado demasiado por las ideas matematicas autoctonas, las
cuales han permanecido ocultas y han visto su desarrollo limitado a
las actividades practicas de su cultura.

No nos referimos a unas matematicas mas atrasadas, sino a unas
matematicas que se han producido de forma independiente con
objetivos especificos, sobre todo practicos. En todas las culturas es

necesario hacer cosas con calidad, rigor y precision. Todos los
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pueblos cuentan, miden, localizan y disefian. Las etnomatematicas
son las matematicas vernaculas que los pueblos y culturas
desarrollan para responder a sus necesidades. Si en todas partes se
llevan a cabo actividades asi, es logico pensar que ahi se hallen las
raices del pensamiento matematico de una cultura. Evidentemente,
no debe esperarse encontrar matematicas como las de un contexto
académico. Cabe esperar unas matematicas en bruto, sin pulir ni
tallar con relacion a la perspectiva académica, ideas cuyas
justificaciones se basen mas en la experiencia y la practica que en
la demostracion. Sin embargo, y por eso mismo, no estan exentas de
logica.

A grandes rasgos, la investigacion etnomatematica tiene por objetivo
sacar a la luz las matematicas autoctonas de los pueblos y culturas,
valorar su uso e incorporacion al cuerpo de conocimiento
matematico formal, desarrollarlas y utilizarlas como recurso
educativo. ¢Donde buscar etnomatematicas? ¢Como hallarlas? ¢Queé
hacer con ellas?

Este trabajo es un recorrido matematico por el mundo a través del
tiempo y de las culturas. Veremos que diversos pueblos han
desarrollado sistemas de numeracion propios y mecanismos
autoctonos de calculo. Fruto de ello son los instrumentos
antecesores de las calculadoras: los quipus incas y el abaco chino.
La organizacion espacial, bidimensional y tridimensional es
fundamental en la arquitectura y en la ornamentacion. Su
importancia matematica es capital por el uso riguroso que se hace

en ambos casos de patrones, tanto figurativos como de
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reproduccion. Tanto es asi que un pueblo o una cultura pueden ser
facilmente identificados mediante un diseno geométrico. Desde la
prehistoria hasta hoy, y a lo largo de todo el globo, la simetria
constituye un paradigma universal de expresion cultural.

El juego desempena un papel fundamental, pues compromete a la
aceptacion, conocimiento y seguimiento de la serie de reglas que lo
configuran. Ahi reside la logica del juego y la base de la justificacion
de sus resultados y acontecimientos. Es en el juego donde una
cultura expresa su modo de comprender el azar.

No todos los pueblos separan lo matematico de otros aspectos
culturales. En un ritual o en una ceremonia pueden desarrollarse
actos que ojos ajenos interpreten como teatro, danza, musica o
geometria y que, para quienes lo ejecutan, no sean sino una misma
cosa. Pero no es éste el objetivo. No discutiremos sobre si una
persona nativa cree que hace matematicas, sino que hablaremos de
las que nosotros creemos que hace desde nuestra perspectiva.

Al final encontraremos las respuestas a las cuestiones planteadas
antes con relacion al conocimiento etnomatematico. Somos una
especie matematica, y lo matematico del mundo es, de hecho,
etnomatematico.

No es posible conocer qué matematicas surgen en determinados
ambitos sin interpelar a quienes las realizan. Por ello quiero
agradecer a la senora Ibu Ketut su colaboracion en lo referente a la
confeccion de ofrendas en la isla de Bali (Indonesia). Un
agradecimiento muy especial para Kamini Dandapani, de Chennai

(Tamil Na- du, India), cuyas fotografias ilustran y explican ideas
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matematicas subyacentes en los kolams. Una colaboracion mas
cercana, como la de Dolors Guixa y la de Joan Serra, de L’art ORL
Vitrall (Sabadell, Espana), permite apreciar la actividad matematica
que se lleva a cabo en el mundo del vitral. Gracias a todos ellos por
permitirme iluminar ideas y actividades matematicas que suelen

hacerse a oscuras.

7 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

Capitulo 1
Origenes étnicos de las matematicas
Contenido:
§. Donde hay cultura hay matematicas
§. Piedras, huesos y arcilla
. Piramides y papiros
. Matematicas con eme mayuscula

. Aproximaciones sucesivas

W W W W

. Etnomatemadaticas: las matemdticas como fenémeno cultural.

§. Donde hay cultura hay matematicas

Matematicas se escribe con eme mayuscula en todo el mundo. Nos
referimos asi a la disciplina que se estudia en todas partes segun
métodos y contenidos practicamente idénticos. En todas las
escuelas, institutos y universidades del planeta se ensena y aprende
a calcular, se explica el teorema de Tales y el de Pitagoras, se
resuelven problemas mediante ecuaciones y sistemas y se
desarrollan modelos matematicos de los fenéomenos mas diversos.
Esa idea de las Matematicas abarca también sus aplicaciones a
otras disciplinas, estén o no relacionadas con el ambito cientifico.
En las Matematicas, los métodos hacen uso de herramientas cada
vez mas sofisticadas. Si la perspectiva platonica y constructivista se
desarrollaba limitandose a la regla y el compas, hoy en dia no se
entiende el desarrollo matematico sin el manejo de tecnologia
avanzada, desde la calculadora al mas sofisticado software

informatico.
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Este panorama ilustra la universalidad de las Matematicas. Pero
dicha universalidad es, sobre todo, institucional y aprioristica. Se
plantea desde las instituciones y se coordina mediante los proyectos
educativos de todos los paises. Matices aparte, las Matematicas que
se ensenan y aprenden, tanto en Oriente como en Occidente, al
norte y al sur del ecuador, son practicamente las mismas.

Sin embargo, existe otra universalidad de las Matematicas
enraizada en todos los pueblos y culturas del mundo, pues el
desarrollo de ideas y métodos matematicos para resolver problemas
es una cuestion universal. Desde esta perspectiva, las matematicas
son un producto y un fenémeno pancultural cuyo nombre deberia
escribirse asi, con minuscula. Fue Alan Bishop quien acuno la idea
en 1991. A partir de su Enculturacion matemdtica, todos somos mas
conscientes del papel de las matematicas como aspecto cultural y
como elemento fundamental de la transmision de la cultura.

Ya deberia ser cosa del pasado esa imagen estereotipada de la
persona culta cuyo conocimiento matematico es casi inexistente o
evitable. La idea de cultura conlleva implicitos muchos contextos
entre los que no puede faltar el matematico. ¢Puede existir o
comprenderse un pueblo o una cultura sin matematicas? La
respuesta a esta pregunta es negativa.

Cultura es la serie de conocimientos que la gente desarrolla a lo
largo del tiempo y que son los que facilitan y caracterizan su modo
de vida. Grupos de gente aislados unos de otros pueden desarrollar
culturas distintas cuyas diferencias podran manifestarse en los

lazos de cohesion de las comunidades, en su vivienda, en sus
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habitos de alimentacion, sus labores de supervivencia, creencias,
mitos, temores, etc. Con el tiempo, cada cultura puede llegar a
desarrollar sistemas de organizacion social y politico, un lenguaje,
una filosofia de la vida y de la existencia, unos ritos y creencias,
una tecnologia y manifestaciones culturales de la mas diversa
indole: musica, danza, ornamentacion, etcétera.

Todo esto ha ocurrido en el mundo en que vivimos, en diferentes
lugares y en tiempos distintos. La cultura occidental predominante
so6lo ha tenido conocimiento de ello desde hace unos centenares de
anos. Hasta el siglo XV nada se sabia del continente americano y
apenas se conocia algo fuera de la region que hoy denominamos
Europa. De mas alla de la India so6lo se sabia lo que el viajero Marco
Polo habia relatado al regreso de su viaje a Cipango, la actual
China. No se tenia conocimiento de Oceania ni del Pacifico. El
primer nombre que se dio a Australia, la isla continente, fue el de
Terra Incognita.

Sin embargo, hacia milenios que esas tierras desconocidas por los
europeos estaban habitadas por gentes que habian desarrollado
sistemas de conocimiento. Se comunicaban mediante lenguas
propias, algunas con signos de escritura. Vivian en casas
construidas con herramientas y utensilios con los que
transformaban los materiales de su entorno: madera, bambu, barro,
hojas, etc. Pasaban ratos jugando con guijarros que distribuian
ordenadamente en cavidades labradas en tablas de madera.
Viajaban y comerciaban con sus vecinos, tierra o mar adentro.

Esos pueblos sabian como hacer las cosas. Nadie pondria en duda
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que sabian cazar, organizarse, construir, cocinar, navegar,
seleccionar, localizar, disenar, hablar, escribir o jugar. También
contaban, calculaban y median. Pero si cada pueblo es capaz de
desarrollar aspectos culturales propios y distintos de otros como
son unas creencias, una filosofia de la vida, una arquitectura, un
sistema de intercambio comercial o unas manifestaciones artisticas,
¢no puede ocurrir lo mismo con las matematicas?

Las Matematicas vernaculas que cada pueblo, cultura o grupo de
personas es capaz de desarrollar se conocen como
Etnomatematicas. El término fue acunado por Ubiratan d’Ambrosio,
matematico y educador brasileno, a finales de la década de 1980.
En el mundo han existido y existen multitud de pueblos y culturas.
Sus ideas matematicas propias son las que hacen de €l un mundo

etnomatematico.

Padres y madres de las etnomatematicas

La relacion entre Matematicas y cultura se remonta a los
primeros estudios antropologicos, entre los que destacan los
trabajos de Gay y Colé con el pueblo kpelle de Liberia, en
Africa.

Pero la gestacion del concepto y del cuerpo de conocimiento
con el que hoy en dia se conocen las Etnomatematicas hay
que atribuirlo a los profesores Alan Bishop (Reino Unido) y
Ubiratan D'Ambrosio (Brasil), aunque también tienen gran
parte de mérito e inspiracion los trabajos de Paulus Gerdes

(Mozambique), Marcia Ascher (Estados Unidos) y Claudia
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Zaslavsky (Estados Unidos).

Ubiratan D'Ambrosio

D'Ambrosio nacié en Sao Paulo y se licencié y doctoré en
Matematicas en la universidad de dicha localidad. Realizé un
postdoctorado sobre investigacion en el Departamento de
Matematicas de la Brown University de Providence,
Richmond (Estados Unidos).

Alan Bishop es profesor emérito de educacion en la Facultad
de Educacion de la Universidad Monash, en Australia. Sin
embargo, su vida profesional comenzo en Cambridge (Reino
Unido). Aconseja a la UNESCO sobre temas de educacion

matematica, técnica y cientifica.

Los origenes de las Matematicas, con mayuscula, tal y como las

conocemos en nuestra cultura, se remontan a miles de anos. Como
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la totalidad de nuestra cultura en si, se fraguaron con ideas de
diferentes partes y de diferentes pueblos. Nuestra forma de ser y de
pensar la hemos heredado de los sumerios, de los antiguos egipcios
y griegos, del mundo arabe y de la India, y de China. Lo mismo
puede decirse de las Matematicas, cuyos origenes son, de hecho,
etnomatematicos. Nuestras matematicas son producto de
intercambios culturales muy antiguos y se encuentran dispersas
por todo el planeta. Nada comenzo al mismo tiempo ni en el mismo
sitio.

Basta con salir de casa para ver que la actividad matematica se
realiza en cualquier parte y con elementos no siempre
pertenecientes al mundo académico. Una inspeccion ocular del
vestigio cultural documentado en la siguiente fotografia podria dar
lugar a muchos comentarios. Algunos de ellos tendrian caracter

matematico.
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Una papelera en la localidad de Morella, Castellon (foto: MAP).

La imagen muestra un muro de piedra junto al cual hay un objeto
metalico que reconocemos como una papelera. Tiene forma
cilindrica, con un abombamiento en su parte inferior. Presenta dos
series de perforaciones a lo largo de su perimetro a modo de
ornamentacion. En la parte superior, los agujeros son circulares; en
la inferior, hexagonales. Se han practicado siguiendo un patron de
intervalos regulares, con un ritmo o proporcion de dos hexagonos
por cada circulo. Hay ademas unas inscripciones hechas con tiza.
Se trata de siete series de cuatro lineas paralelas cruzadas por otra

linea transversal.
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De la observacion visual de este objeto podemos aventurar
hipotesis. Una es que la cultura capaz de confeccionar un objeto
como éste dispone de tecnologia capaz de trabajar los metales
duros, de moldearlos y perforarlos de modo riguroso segun formas y
patrones predeterminados. El objeto no parece hecho a mano, sino
de manera mecanica, lo que garantizaria su reproduccion en copias
exactas. En cambio, las inscripciones parecen manuales. Quien las
practico debio de contar hasta cinco por lo menos siete veces,
totalizando un recuento de 35 unidades. Lo qué conté jamas lo
sabremos. También existe la posibilidad de que no se trate de un
recuento, sino de la plasmacion de un ritmo inconsciente, como
cuando golpeamos el suelo con el pie repetidas veces sin contar los
tiempos ni los compases de la musica que escuchamos. En
situaciones asi lo que hacemos es, simplemente, llevar el ritmo.

En cualquier caso, estas afirmaciones se basan en una sintonia
cultural. Nosotros reconocemos ese objeto como papelera. Pero
cquiénes somos nosotros? ¢Los habitantes de Morella, en Castellon,
donde fue tomada la imagen? :Los de toda Espana? ¢Los europeos?
¢ldentificaria este objeto como una papelera un tuareg de Mali, un
inuit de Laponia o un cosechador de arroz de la isla de Luzon, en
Filipinas? Probablemente, no. Lo que seguramente reconocerian
serian la naturaleza metalica del objeto, su forma cilindrica y sus
perforaciones circulares y hexagonales. Sabrian contar también
cuantos agujeros hay de cada tipo, aunque es probable que sus
términos y recuentos no se correspondieran con los nuestros. Quiza

porque no los hayan aprendido en la escuela, sino de sus
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progenitores.

Circulos concéntricos de hace 6.000 anos
El poblado prehistorico de Los Millares (Almeria, Espana) es
un yacimiento arqueologico de la Edad del Cobre
correspondiente a una cultura que se desarrollo en toda la
franja sur de la Peninsula Ibérica. Las ceramicas halladas
presentan ornamentaciones de tipo geométrico, como este
cuenco con trazos circulares concéntricos a modo de oculos y
varias series de rayas paralelas y equidistantes. Los oculos
parecen constituir la marca de este pueblo, pues se trata de
un diseno presente en la mayoria de vestigios hallados en

dicho yacimiento.

Cuenco de Los Millares, Almeria (foto: José Manuel Benito

Alvarez).

Otra cosa distinta es indagar en el significado de los signos de la

siguiente fotografia. La imagen fue tomada a la entrada de una casa
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cueva del pueblo de Galera, Granada. Nuestra cultura reconoce esos
simbolos como cifras. Y pese a no haber ningiin signo operativo, su
disposicion se corresponde con el método de multiplicacion manual
aprendido por todos nosotros en la escuela. Que se trata de una
multiplicacion lo corrobora el hecho de que si la efectuamos, si

multiplicamos 150 por 12, efectivamente el resultado es 1.800.

Entrada a una casa cueva en Galera, Granada (foto; MAP).

¢Y qué decir de esta otra fotografia de la fachada del hotel Catalonia

Plaza, en la plaza de Espana de Barcelona?

La observacion de la imagen invita a plantear la hipotesis de que las

losas que configuran la fachada fueron disenadas en base a una
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célebre identidad notable, pues el cuadrado que conforma cada
ventana se descompone como suma de dos cuadrados menores y
dos rectangulos iguales. Si a es el lado del cuadrado mas pequeno y
b es el lado del cuadrado mediano, entonces los rectangulos tienen
dimensiones a X b, y la ventana entera es un cuadrado de lado a +

b. Por lo tanto:

(@+ b)?2=a2 +2ab + b2

Pero no s6lo en ambitos como el diseno o la arquitectura una
cultura manifiesta sus ideas matematicas. Las matematicas pueden
hacerse explicitas en muchas otras manifestaciones culturales; las

principales se muestran en la tabla siguiente:

Manifestaciones culturales
Comunicacion Lenguaje, escritura, simbolos...
2. Creencias Filosofia, cosmologia, religion, ritos,

interpretacion de los suenos...

Entorno Localizacion, fauna, flora, geologia.
Labor Agricultura, ganaderia, caza, pesca...
Tecnologia Herramientas, artesania, armas,

sistemas de unidades...
6. Arquitectura Vivienda, lugares de culto, tumbas,
urbanismo...
Alimentacion Comida, bebida, gastronomia...

8. Indumentaria Vestimenta, complementos...
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9. Intercambio Comercio, economia, mercado, divisas...

10. Arte Musica, danza, literatura, pintura,
escultura...

11. Ocio Juegos, apuestas, deportes...

12. Relaciones Sociales, de parentesco...

Las manifestaciones culturales de cualquier pueblo se llevan a cabo
por medio de practicas que llamaremos practicas culturales. En
muchas de ellas existen ideas matematicas implicitas, a menudo
ocultas o congeladas, como las califica el profesor mozambiqueno
Paulus Gerdes. Desvelando y descongelando dichas ideas
conoceremos las matematicas de un pueblo o cultura. Ademas de
estas matematicas ocultas, puede haber ideas matematicas mas
evidentes, identificables en el pensamiento que los autores de
dichas practicas ponen en juego durante su realizacion. Veremos
que tanto unas como otras son inseparables de la cultura en la que
se desarrollan.

Varios son los rastros que hay que seguir para desvelar o identificar
las etnomatematicas de una cultura. Puesto que algunos rasgos de
las matematicas son la objetividad, el rigor y la precision tanto en la
cantidad como en la forma, estudiando practicas culturales o
manifestaciones en las que estos aspectos estén presentes o sean de
importancia podemos aventurarnos a hallar ideas matematicas

vernaculas.
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Grandes construcciones arquitectonicas del mundo antiguo basadas

en el circulo, el cuadrado y el trapecio.

Una primera aproximacion conduce a la arquitectura, la artesania,
la tecnologia, el comercio y el juego. Centrandonos en las
actividades practicas necesarias para llevarlas a cabo, Alan Bishop
concreta seis universales de actividad matematica presentes en
todas las culturas: contar, medir, localizar, disenar, jugar y explicar.
Ahi donde se cuenta, se mide, se localiza, se disena, se juega o se
explica, es plausible que quienes lo hacen pongan en practica ideas
matematicas propias o autoctonas de su grupo, pueblo o cultura.
Conocerlas es conocer sus Etnomatematicas.

En torno a las Etnomatematicas se plantea la cuestion de si
merecen la pena o bien no son mas que anécdotas curiosas con las
que ilustrar un recorrido exotico por el mundo. La respuesta a dicha
cuestion pasa por varias consideraciones capitales. Se vera que
algunas ideas matematicas vernaculas no soélo facilitan la resolucion
de problemas matematicos tradicionales, sino que ademas la
mejoran en el contexto cultural en el que se desarrollan,
permitiendo una concepcion mas clara de otras ideas matematicas

propias del ambito académico. Ademas, debemos tener presente que
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las Etnomatematicas no han disfrutado del trato otorgado a las
Matematicas académicas. Como ya observaron el profesor Gerdes y
otros, la colonizacion occidental tiene parte de responsabilidad en el
silencio de gran parte de las Etnomatematicas y en las dificultades
que han encontrado para desarrollarse.

Nuestra concepcion de lo que es matematico no tiene por queé
coincidir con lo que considera como matematico un nativo navajo,
shuar o maori. Es posible que en esas culturas no exista la
categorizacion de lo que es matematico y, en caso de existir, podria
Ser que sus rasgos no se correspondiesen exactamente con los que
les atribuye la nuestra. Lo mismo ocurre con otras manifestaciones
culturales. Unas danzas dedicadas a la divinidad pueden ser
tomadas por los nativos como un rezo, una plegaria o una muestra
a de agradecimiento y no como una simple expresion artistica.
Cuando hablemos de Etnomatematicas lo haremos tomando como
matematico aquello que nuestra cultura considera como tal, que se
caracteriza, en su nivel elemental, por la objetividad, el rigor, la

precision, la cantidad y la geometria.

§. Piedras, huesos y arcilla

Los origenes de las matematicas se hallan en las ideas matematicas
de algunos pueblos prehistoricos. No podemos saber qué pensaba el
hombre de Cro-Magnon, el de Neanderthal o sus antecesores. Tan
s6lo podemos aventurar qué ideas matematicas pudieron tener en
mente en base a los vestigios que nos han llegado de su existencia.

En 2003, se hallo en la Cueva de Biombos, en Sudafrica, un
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fragmento de ocre de hace unos 72.000 anos en el que se habia

labrado un diseno geométrico, tal como se muestra en la fotografia:

. - ro 1

Petroglifo de la Cueva de Blombos, Suddafrica (foto; Chenshilwood).

Se trata de un diseno de unos 60 mm de longitud y una anchura
maxima de unos 2 mm. Su caracter geomeétrico proviene de las dos
series de triangulos que lo conforman y que son el resultado de
trazar una serie de paralelas. Reproduciendo el diseno de la

superficie que lo contiene se aprecia mejor su trasfondo geomeétrico:
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Quiza la superficie irregular de la piedra y una tecnologia no
desarrollada suficientemente impidieron al autor o autora labrar
con mayor rigor y mas precision lo que el observador actual

describiria como una reticula triangular:

JAVAVAVAVAVA

IVAVAVAVAVAVAY,

Por los trazos del diseno se diria que los triangulos no se dibujaron

separadamente, sino que aparecen como consecuencia de la
interseccion de tres series de segmentos paralelos. La primera serie
esta formada por tres segmentos horizontales paralelos; la segunda,
por ocho segmentos paralelos inclinados hacia la izquierda; y la
tercera, por nueve segmentos paralelos inclinados hacia la derecha.

Jamas sabremos si la persona autora del diseno tuvo en mente las
ideas de linea recta, segmento, angulo, paralelismo o simetria.
Tampoco sabemos si esa talla era un emblema o un signo de algo o
alguien, si tenia alguna utilidad practica o si tan so6lo respondia a
un deseo de belleza. Pero de su accion debemos concluir que,
consciente o inconscientemente, su objetivo era realizar una figura

con esas ideas. Los imponderables de la realidad y la ausencia de
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una tecnologia apropiada se lo impidieron. En cualquier caso,
estamos ante un vestigio prehistorico del que se puede inferir la
existencia de pensamiento matematico.

Mucho mas reciente es el hueso de babuino tallado que se encontré
en la zona de Ishango en 1960, en el entonces Congo Belga y actual
Republica Democratica del Congo. Se le atribuye una antigtiedad de
unos 20.000 anos. Al principio se penso que el hueso hacia las
veces de vara de contar, pues presenta diversas series de muescas

talladas a intervalos regulares, como se aprecia en la imagen:

Dos perspectivas del hueso de Ishango (Museo de Ciencias de

Bruselas).

El hueso contiene tres columnas de marcas agrupadas de la

siguiente manera:

Columna A 11+ 13+ 17 +19 = 60.
Columna B 3+6+4+8+10+5+5+7=48.
Columna C 11+21 + 19 + 9 = 60.
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La serie de la columna A esta formada por los nimeros primos entre
10 y 20. Su suma da como resultado 60, un numero que seria de
gran importancia como base de numeracion en las culturas
mesopotamicas que habitaron las tierras entre los rios Tigris y
Eufrates 15.000 anos mas tarde. El 60 es un numero muy practico
porque posee doce divisores, entre ellos los seis primeros numeros
naturales: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60. En la columna B
encontramos una serie de multiplos y divisores (3y 6,4y 8, 5y 10)
que se completa con el 7 para dar como resultado otro multiplo de
12 como es 48. Forman la columna C una serie de numeros
impares, aunque no primos, cuya suma es también 60.

¢cHay que considerar un hecho casual que la suma de las tres
columnas de muescas dé como resultados 60, 48 y 60? ¢Significa
que quienes realizaron esas marcas tenian ya ideas de multiplicidad
y divisibilidad manifiestas en las parejas 3y 6,4y 8, Sy 10? :Cabe
deducir de ello que también tenian una idea acerca de los numeros
indivisibles o primos como son 3, 5, 7, 11, 13 y 19? Dificil responder
a estas cuestiones, mas aun teniendo en cuenta que las rayas en el
hueso no son todas de la misma longitud y que algunas son
discontinuas. Una raya discontinua ¢es signo de una o de dos
unidades? ¢Es un error en la ejecucion del corte?

El fenomeno matematico mas plausible que puede deducirse de las
marcas del hueso de Ishango es el establecimiento de una
correspondencia 1-1 entre las marcas y otros objetos, lo que

constituye la base de un recuento.

25 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

Esta es una diferencia sustancial con relaciéon al petroglifo de la
Cueva de Biombos sudafricana. Las marcas en el hueso de Ishango
no parecen obedecer a un espiritu geométrico, sino numeérico. En
cambio, el espiritu del diseno de Biombos no es numeérico, sino
geomeétrico.

Mucho después del petroglifo sudafricano y del hueso congoleno,
encontramos en el continente europeo una construccion en la que
se citan el numero y la geometria. Se trata de las ruinas megaliticas
de Stonehenge, en la llanura de Salisbury, Reino Unido. La
estructura de Stonehenge es circular y esta conformada por cuatro
circulos concéntricos trazados por menhires de varios metros de
altura. Sin duda, se trata de la obra megalitica mas sofisticada,
puesto que en ella se conjugan la ereccion de menhires y la

composicion de dolmenes para dar lugar a una obra mayor.
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Planta circular concéntrica de Stonehenge (Reino Unido).

La circunferencia exterior del monumento, de un diametro de 30 m,
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esta formada por enormes piedras con forma de prisma recto cuya
parte superior estaba originalmente cerrada por dinteles. En el
interior de este circulo hay otro determinado por bloques menores
que encierran a su vez una estructura abierta en herradura. Dentro
de esta ultima se halla la losa conocida como el altar. Un foso
circular de poco mas de 100 m de diametro rodea el monumento,
levantado hacia el 2.500 a.C., aunque la parte mas antigua del
recinto data del 3.100 a.C.

Se desconoce el objetivo de esta construccion, pero entre las
funciones que se le atribuyen destacan tres como las mas
probables: recinto de culto, monumento funerario u observatorio
astronomico. En este sentido merece la pena destacar que por
aquella época, y en el solsticio de verano, el Sol salia marcando el
diametro principal de la construccion. Al ocaso del mismo dia, el Sol
se ocultaba senalando el eje del llamado Woodhenge, un lugar
cercano a Stonehenge en el que se han hallado muchos huesos de
animales y otros objetos que pueden indicar la celebracion de
ceremonias religiosas o de culto a los antepasados.

La geometria de Stonehenge se diferencia de lo tratado hasta aqui
en que es circular. Sin embargo, algo tiene en comun con los casos
anteriores, y es que su estructura se basa en una serie de
repeticiones, en un patron fijo que es lo que confiere a la
construccion su caracter. En el petroglifo de Biombos se repetian
triangulos; en el hueso de Ishango, las marcas equidistantes. Ahora,
lo que se repite es el circulo. Y la repeticion se hace conservando un

orden estructural poderoso como es el de mantener un mismo
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centro.
Podriamos ir mas alla y aventurar suposiciones a raiz de la
proporcion entre los diametros de los dos circulos concéntricos de

Stonehenge, de aproximadamente 30 m y 24 m:

30m B 5
24m 4

=1,25

Pero las medidas de dichos circulos muy bien podrian ser de 30, 4

m y 24, 1 m. La proporcion seria entonces de:

30,4m ar= '
—~ 1,26 Y2 =1,259921..
24,1m
Puesto que 1, 26 es una aproximacion excelente de la raiz cubica de
2, ¢deberiamos concluir que quienes levantaron Stonehenge tenian
conocimientos de proporcionalidad y que trazaron dichos circulos
concéntricos segun la raiz cubica de 2? La respuesta a esta
pregunta debe ser negativa en tanto que no existe ningun indicio
que apoye tal hipotesis.
Los aspectos que vale la pena destacar de este monumento
megalitico son tres: su estructura geométrica plasmada en sus
circulos concéntricos, su relacion con la astronomia y el hecho de
relacionar las creencias de una cultura con el rigor geométrico.
Antes de que se construyese Stonehenge, en la tierra mediante entre

los rios Tigris y Eufrates de Asia Menor, la cultura babilénica
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plasmaba sus pensamientos en tablillas de arcilla. Pese a tratarse
de petroglifos y tener un aspecto geométrico, los signos marcados en
esas tablillas de arcilla casi 2.000 anos antes de nuestra era pueden
calificarse de escritura. De ahi que muchas de las cosas que
sabemos de los pueblos que habitaron Mesopotamia no sean meras
hipotesis e intuiciones, sino lecturas de sus escritos.

En la misma zona, unos 3.000 anos antes de nuestra era, la cultura
sumeria comenzoé a escribir su lengua con ideogramas. Estos fueron
retinandose con el tiempo hasta que unos 1.000 anos mas tarde
habian dado paso a los caracteres de la llamada hoy en dia
escritura cuneiforme. Fue una escritura que adoptaron otros
pueblos y que dio lugar al antiguo alfabeto persa.

Se conocen unos dos mil caracteres de dicha escritura, aunque en
periodos mas tardios el uso se redujo a unos 600. Los siguientes
son los caracteres para escribir los primeros 59 numeros naturales
y en cuyas expresiones se pone de manifiesto el uso de la base 10

en el sistema de numeracion decimal babilonio:
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Simbolos de la numeracion sexagesimal babilonia.
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Sin embargo, el sistema de numeracion babilonico no se limité a la
base decimal. La tablilla YBC 729 es una tabla pequena en la que se
ha trazado un cuadrado con sus dos diagonales. En ésta y otras
tablillas se hace evidente que los babilonios usaron los numeros

para mucho mas que para contar.
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Tablilla de arcilla babilonica YBC 7209.

Los numeros que acompanan la figura podrian referirse a la
longitud del segmento junto al que se escribieron. Sin embargo, las
cifras 42, 25 y 35 parecen estar lejos del lado y de la diagonal. ¢Qué
relacion guardan 30, 1, 24, 51, 10, 42, 25 y 35? ¢De donde salen
esas cantidades?

Supongamos que 30 unidades es la longitud del lado c del

cuadrado. Calculemos la longitud D de su diagonal:
D = 30xV2 = 42, 4264068
Aparece una de las cifras, el 42. Pero los babilonios usaban el

sistema de numeracion sexagesimal. Transformemos a ese sistema

el resultado obtenido. La calculadora lo hace automaticamente:

31 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

30%xV2 - 42° 25' 35, 06"

He ahi el 42, 25 y 35. No parece exagerado pensar que quien grabo
esa tablilla o quien la encargo tuviese en mente el calculo de la
diagonal del cuadrado de lado 30 unidades y que escribiese el
resultado de su excelente aproximacion en notacion sexagesimal:
42° 25" 35".

Pero todavia falta por justificar las cifras 1, 24, 51 y 10. ¢Y si se
tratase del cociente, de la proporcion existente entre la diagonal y el
lado del cuadrado? Veamos cual es dicha proporcion en notacion

sexagesimal:

D
= V2 - 1°24'51,17"

Por lo tanto, el numero en notacion sexagesimal grabado encima de
la diagonal es una aproximacion extraordinaria de la raiz cuadrada
de dos. Esto confirma la hipotesis de que los babilonios tenian
conocimientos geométricos y de que, aunque no tuviesen una
demostracion del teorema de Pitagoras, sabian como calcular la
diagonal de un cuadrado. Lo que no se deduce de la tablilla es como
llegaron a obtener esos resultados. Segun se desprende de otra
tablilla, la Plimpton 322, conocian ternas pitagoricas y calcularon
proporciones entre ellas, o lo que podrian ser los lados de triangulos
rectangulos, lo que hoy en dia conocemos como razones

trigonométricas (tangente o cosecante). Pero eso no garantiza que
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tuviesen conocimiento del teorema de Pitagoras y mucho menos una
demostracion. ¢Como obtuvieron pues los resultados anteriores?
¢Usaron quizas un procedimiento iterativo convergente hacia una
aproximacion tan buena de la raiz cuadrada de 27

Un problema del sistema de numeracion babilonica era la ausencia
de un simbolo para el cero. Sin el cero, ¢como distinguir entre los
numeros 106 y 16? Al principio, se dejaba un espacio en blanco,
pero el problema subsiste. ¢Como diferenciariamos nosotros los tres
espacios en blanco de 10.006 de los dos de 1.006? Los babilonios
resolvieron la cuestion insertando a veces simbolos de separacion,

aunque esto dificultaba mucho las operaciones.

§. Piramides y papiros
Un milenio y medio antes de Stonehenge y casi un milenio antes de
las tablillas de arcilla con escritura cuneiforme se levantaron las

piramides de Egipto:
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Orientaciones de las piramides de Guiza (Egipto).

Es posible que las dudas de como se erigieron no se disipen nunca,
pero su forma, orientacion y dimensiones invitan a pensar en la
intervencion de ideas matematicas en el proyecto. Las piramides
constituian monumentos funerarios en los que reposaria el faraon
gobernante, quien poseia poder total y absoluto sobre su pueblo.

La mas antigua de las piramides, la del faraon Zoser, en Saqqara, es
escalonada y fue disenada por el arquitecto Imhotep hacia el 2, 700
a.C. Unos 500 anos mas tarde, en el valle de Guiza, junto a El
Cairo, se erigieron las tres grandes piramides, la de Keops, la de

Kefrén y la de Mikerinos. Las caracteristicas de la de Keops son:

Forma: Piramide de base cuadrada
Caras: Triangulos isosceles
Altura: 147 m
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Lado base: 230 m
Inclinacion de las caras: 52°
Inclinacion de las aristas: 42°
Direccion: N-S

Conociendo el lado de la base y la altura de la piramide resulta facil
calcular las inclinaciones de las caras y de las aristas. Pero eso lo
hacemos merced a conocimientos de trigonometria de los que
carecian los egipcios de aquella época. :Como lograron ellos dar a la
piramide la forma y las dimensiones que posee?
Vamos a tratar de esclarecer tres cuestiones matematicas con
relacion a las tres grandes piramides:
1. ¢Como se tallaron bloques de piedra hasta transformarlos en
prismas rectos?
2. ¢Como se trazdo en el suelo el angulo recto de la base
cuadrada de la piramide?

3. ¢Como se levantaron las caras triangulares con inclinacion

de 52 ©?

Para transformar un bloque de piedra informe en un prisma de
angulos rectos lo primero que hace el artesano es marcar una guia
rectilinea en el bloque. Para ello puede atar una cuerda tensa
impregnada de tinta, que pellizcara como si de la de un arco se
tratase. La cuerda senala sobre la superficie rugosa la direccion a
seguir, que puede ser verificada con un liston de madera y con la

visual desde un extremo. Una vez hecho esto, se repite la operacion
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en otro extremo de la piedra, pero de tal modo que las dos lineas
guias marcadas sean paralelas, lo que se determina a ojo. Cuando
esto se ha logrado, ya tenemos la base para tallar el primer lado
plano de la piedra. En la actualidad, algunos constructores siguen
considerando la linea determinada por la visual como mas precisa
que un cordel tenso.

Con escuadras se puede completar el trabajo en la que va a ser la
otra cara del bloque, y asi sucesivamente, hasta terminarlo. La tarea
no es sencilla. Manos inexpertas pueden dejar un bloque reducido a
la mitad de su tamano original.

Quiza nos preguntemos ahora como construye el artesano su
escuadra. ¢Como asegura la perpendicularidad de sus dos lados?
Esto nos conduce a la segunda cuestion, la de trazar en el suelo un
angulo recto. ;Como construian los egipcios de hace 4.000 anos un
angulo recto?

El triangulo de lados 3 m, 4 m y 5 m se conoce como triangulo
egipcio. Se supone que ya en la época de los faraones era usado
para construir angulos rectos. Incluso hoy en dia se continua
empleando para este cometido en diferentes partes del mundo,
como Espana, Argentina o Suecia, aunque en versiones mas
reducidas pero proporcionales, como 30 cm, 40 cm y 60 cm. Este
pudo ser el método con el que se trazaron los angulos rectos de las
esquinas de la base de la gran piramide.

Otro procedimiento plausible seria utilizar el método euclidiano.
Euclides vivido mucho después de que se construyesen las

piramides, unos 2.000 anos mas tarde, pero el método del trazado
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de una perpendicular a un segmento podia ser conocido mucho
antes de que €l ofreciese la demostracion. Lo mismo ocurrio con el
célebre teorema que lleva su nombre. Asi que los egipcios de hace
4.000 anos pudieron situar el vértice del angulo recto de la base de
una piramide en un punto P. Luego trazarian una linea recta r que
pasase por P siguiendo la direccion deseada para el lado. A
continuacion senalarian en r dos puntos Q y Q' equidistantes de P
(lo que puede lograrse con un cordel) .Y, finalmente, con este mismo
cordel y con esta misma medida PQ = PQ’' (aunque podria ser otra
cualquiera) trazaron dos arcos circulares cuyo punto de corte

estaria sobre la perpendicular, como se observa en la figura:

Q

Sin embargo, algunos especialistas en la construccion, como Peter
Hodges, que han estudiado los métodos egipcios, ven mas probable
otro procedimiento. Una razon reside en el hecho de que en el
antiguo Egipto el angulo recto era primordial, apenas se pensaba en
circulos. Recordemos, por ejemplo, las bases reticulares de sus
frescos y que sus construcciones fueron rectangulares hasta mucho
tiempo después.

Desde esa perspectiva se plantea la construccion del angulo recto de
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la siguiente forma. Primero se procede como antes, trazando una
linea recta r que pase por el punto P donde va a situarse el vértice
del cuadrado y marcando en ella dos puntos Q y Q' equidistantes de
P. Después, marcamos un punto R en un cordel s ligado a P por su
extremo. Cuando la distancia RQ se iguale con la distancia RO\ el
cordel 5 sera perpendicular a la primera linea r. Es decir, el angulo

a sera recto:

Q

Esta idea se basa en la construccion de un triangulo isosceles del
cual la linea PR traza su altura.

Por ultimo, ¢como levantaron los egipcios caras con pendiente de
52°? No se pretende responder literalmente a esta pregunta. La
pregunta se formula en términos numéricos contemporaneos,
aunque su sentido es conocer como dieron a las caras la inclinacion
que tienen realmente. Tal y como sugieren los especialistas, las
inclinaciones se refieren mas en términos de relacion entre la altura
y la base que en términos del angulo. Teniendo en cuenta que la

tangente de un angulo precisamente relaciona estas dos longitudes,
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147m _ altura piramide
115m mitad lado base

tan52°=1,2799 ...~ 1,28 ~

¢Significa esto que se construyo la gran piramide sabiendo que las
caras tendrian esta inclinacion? Acaso lo primordial fuera que las

aristas tuviesen una inclinacion de 42°:

147m altura piramide
tan42° = 0,90040404 ... ~ 0,904 ~

162,6m B mitad diagonal base

Y, de ser asi, ¢por qué esos angulos y no otros? ¢Estan esas
cantidades relacionadas con las unidades de medida egipcias de
entonces? ¢Se trata de maultiplos de dedos, palmos o codos? Dificil
saberlo, puesto que los equivalentes de estas medidas difieren
bastante segun los intérpretes. Por ejemplo, al parecer el codo
imperial egipcio utilizado en la piramide de Keops equivalia a 52, 4
era, mientras que otros valores atribuidos al codo en los milenios
siguientes van desde los 31, 6 cm a los 51 cm. Tomando como
buena la equivalencia del codo imperial, la gran piramide tendria
una altura de 280 codos y una base de lado de 440 codos. La
proporcion entre ambas es 7/11.

El motivo de dicha proporcion es un misterio. Lo que si podemos
asegurar es que en el periodo del antiguo Egipto en el que se
construyeron las grandes piramides se desarrollaron conocimientos
y métodos matematicos rigurosos para el trazado de lineas rectas,

paralelas y perpendiculares que permitieron erigir monumentos
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extraordinarios. Por suerte, han llegado hasta nosotros papiros
escritos por los que sabemos que resolvian problemas matematicos.

La cultura del antiguo Egipto poseia una escritura jeroglifica que se
expresaba en las paredes de las tumbas de los faraones. Con el
tiempo, esos signos se transformaron en una escritura mas
simbolica, la hieratica. Desarrollada a finales del periodo de las
grandes piramides, se utilizo para documentar toda una serie de
aspectos de la vida y de la cultura egipcia. El soporte de escritura
eran rollos de hojas de papiro. Gracias a ellos sabemos que los
egipcios tenian una notacion numérica decimal y que resolvian
problemas de geometria y de calculo con fracciones de la unidad.

De todos los papiros que han sobrevivido al paso del tiempo hay uno
que destaca por su alto contenido matematico. Es el papiro Rhind,
hallado en Tebas a mediados del siglo XIX cerca del mausoleo de
Ramsés II. También se le conoce como papiro de Ahmes, aludiendo
al nombre del copista del escrito, quien declara estar copiando un
texto mas antiguo cuyo escriba autor o autores son desconocidos.
La copia de Ahmes se data alrededor del ano 1.600 a.C., mientras
que el texto original podria ser tres siglos mas antiguo.

El papiro Rhind contiene 87 problemas matematicos. Los seis
primeros se dedican a la division de numeros por 10. Hay 16
problemas de sumas de fracciones, 18 problemas de tablas y
ecuaciones, 8 problemas de repartos, 14 problemas referentes al
calculo de volumenes de prismas y piramides truncadas, S5
problemas sobre calculo de areas de terrenos y volumenes de

solidos circulares y 15 problemas de economia. La forma del escrito
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es practicamente idéntica a la que hoy en dia se escriben las
matematicas. Pocas diferencias se encontraran comparando los
apuntes de un estudiante de matematicas de cualquier nivel

educativo con el papiro Rhind.
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El papiro Rhind, uno de los textos antiguos de matemadticas mejor

conservados.

Los egipcios construyeron también graneros cilindricos cuya
capacidad calculaban a partir del area circular de la base. Su regia
para hacerlo era: «resta al diametro su novena parte y eleva el

resultado al cuadrado».
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Ilustracion que acompana el problema 41 del papiro Rhind.

En el problema 41 del papiro de Ahmes se pide calcular el volumen
de un granero cilindrico de altura 10 cubitos y diametro 9 cubitos.
El resultado se obtiene multiplicando el area de la base por la
altura. Para calcular ésta se aplica la regla egipcia. La novena parte
de 9 cubitos es 1 cubito. La diferencia es de 8 cubitos. Elevando
este valor al cuadrado se obtienen 64 cubitos cuadrados, que
multiplicados por 10 dan un total de 640 cubitos cubicos. Sin

embargo, la solucion exacta es:

2

D &
e (5) h = 1(4,5¢)2 X 10¢ ~ 636,1725 ...c3

El resultado egipcio es una aproximacion por exceso de tan solo el

0, 6% y esta ligada al valor implicito de ™ en su formula, puesto que
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es lo Gnico que difiere de la actual. Algunos historiadores valoran el
método egipcio con relacion a esa aproximacion implicita del
numero m. Si comparamos la formula implicita en la regla egipcia
con la formula del area del circulo que conocemos hoy vemos que la
equivalencia determina un valor de 3, 16 para la proporcion entre el

perimetro y el diametro de un circulo, esto es, m:

4 _(D_ED):(SD)Z:MD?
g 9 9 81 o B0
.2 Dy® D? 81 ’
4c=m=(5) =ny

Pero hay dos cuestiones que merecen atencion y que vale la pena
valorar quiza mas que una buena aproximacion decimal. Por una
parte, los egipcios interpretaron y cuantificaron los volumenes
multiplicando el area de la base por la altura. Por otra, gcomo
llegaron a esa formula? ¢Qué pensamientos no escritos en los
papiros egipcios fueron los que condujeron al establecimiento de
una formula semejante? Una hipotesis es la que relaciona la regla
egipcia para el calculo del area de un circulo con el area de un
octogono irregular inscrito en el cuadrado de lado nueve unidades.

En la busqueda de una figura rectangular de area semejante al
circulo es evidente que la del cuadrado inscrito es demasiado
pequena, y la del cuadrado circunscrito, demasiado grande. La
media aritmética de ambas no proporciona una buena estimacion
del area real del circulo, ya que equivale a tomar 3 como valor de pi,

1, lo que, de hecho, se hizo a lo largo de varios siglos en el antiguo
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Egipto y en Mesopotamia. Pero basta hacer que una rueda dé un
giro completo para ver que la relacion entre su perimetro y el
diametro es claramente mayor que 3.

Teniendo en cuenta que las areas, a diferencia de las longitudes, no
se pueden medir sobre el terreno, otro modo de hacerlo seria trazar
un circulo, medir su perimetro y calcular después dicho perimetro
para comparar ambos resultados. ¢Qué formula emplear para
calcular el perimetro? ¢Es razonable tomar como perimetro del
circulo la media aritmética de los perimetros del cuadrado inscrito y
circunscrito al circulo? Tal vez si. Pero entonces nos encontramos
con otro problema, y es que sin el teorema de Pitagoras no podemos
calcular el perimetro del cuadrado inscrito en el circulo.

Una hipotesis es que construyeron un octagono irregular que
tomaron como equivalente al circulo. Para ello dividirian en tres
partes iguales los lados de un cuadrado de lado nueve unidades.
Luego conectarian los ocho tercios para obtener un poligono
irregular de ocho lados cuya area es visualmente indistinguible de la

del circulo:
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El area del circulo es de 63, 6 u?. La del octagono irregular difiere de

ella menos de un 1 %:
L R
Ag =92 — 453- =81—18 = 63u*

Otra hipotesis se desprende del problema numero 50 del papiro de
Ahmes. Aqui se da por sentado que el area de un campo circular de
9 unidades de diametro es la misma que la de otro cuadrado de lado
8 unidades, y se remite al problema numero 48 para su
justificacion. El problema 48 se acompana de una figura en la que
aparece un poligono irregular inscrito en un cuadrado. En el centro
de ambas figuras esta escrita la cifra 8. Sin embargo, el diseno es
bastante impreciso. El poligono inscrito no tiene ocho, sino siete
lados. Ademas, uno de los lados del poligono no coincide
exactamente con otro del cuadrado. En cualquier caso, ¢por qué
pensaban los egipcios que un circulo de diametro 9 equivale a un
cuadrado de lado 8?

Desde la perspectiva actual, es verdad que ambas areas son

similares:

A, =m-4,5%=63,617 ...u?

Ag = 8% = 64u?
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Visualmente se aprecia la similitud:

Segun Robins y Shute, la respuesta puede que esté en el modo en
que el diametro de este circulo puede relacionarse con el lado del
cuadrado. Uniendo un vértice del cuadrado con el punto medio de
un lado se crea un triangulo rectangulo cuya hipotenusa es V80.

Este valor es muy parecido a V81 = 9, que es el diametro del circulo:

‘ /'/f.‘\\ Ny
57 2 Y N |
' | ‘\ \\I
{ \ |
/| \ \.
| |
| \ |
8 \ VB0=9
b l \.\ |
\ \ /
\ \ /
A\ /
\ //
A \ ,
\ | 4 \'\/’/

Lo curioso es que con esta ultima estimacion, tomando 9 como

hipotenusa de un triangulo rectangulo de lados 8 y 4 se consigue
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un resultado todavia mas preciso del area del circulo que haciendo
el valor correcto V80, ya que 64 esta mas cerca de 63, 617 que de

62, 83:

Hipotenusa incorrecta: 82 = 64
Valor exacto: m-4,5%2 =63, 617... U2
Hipotenusa correcta: m(V89/2)2 = 62, 8318... u2.

En todo caso, se comete un error menor tomando 64-u? como area
del circulo de diametro 9u que tomando las 63-u2 que tenia el
octogono irregular de antes.

No es extrano que se tomase un cuadrado de lado de 9 unidades
para llevar a cabo el procedimiento, pero ¢por qué no partir de un
lado de 3, 6 o 12? Si partimos de un cuadrado de lado 3
encontramos que el octogono es de 7 u?, y no se puede encontrar un
cuadrado equivalente sin recurrir a los numeros irracionales.
Incluso las areas de los cuadrados de lado entero mas cercanas,
como son 4 y 9, estan demasiado lejos. Lo que si pudieron hacer es
partir de un cuadrado de lado multiplo de 3 para poder hacer la
division. Pero, ¢qué maultiplo de 3 es el mas adecuado? La
proporcion entre el area del circulo inscrito (A.) a un cuadrado de

lado 3x y la del octégono irregular (As) correspondiente es:

mx?
A.;_ 4 _911"\1101
A, 7x2 28
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Son extraordinariamente similares. Encontrar un cuadrado de un
area parecida al octéogono significa encontrar un numero c tal que c2
= 7x2. Es imposible para c entero, pero quiza se puede encontrar
alguna aproximacién, ¢ ~ xV'7, como, por ejemplo, ¢ = 8. Este es el
valor dado por los egipcios y que da lugar a resultados muy
parecidos: 7x2 = 63 y c?= 64.

Rey Pastor y Babini opinan que la regla egipcia se basa en la
habilidad adquirida por ese pueblo en el calculo con fracciones de la
unidad. Si la regla habla de restar la novena parte al diametro, cabe
preguntarse qué fraccion entera del diametro del tipo 1/n, siendo n
natural, deberia tomarse para conseguir el lado del cuadrado
equivalente. Pongamos que el diametro del circulo es D - 1.
Restandole la fraccion 1/n y calculando cual debe ser el valor de n
para que elevando el resultado al cuadrado se obtenga el area del

circulo de diametro 1, vemos que el resultado esta cerca de 9:

()

§. Matematicas con eme mayuscula

1
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Gran parte de las matematicas tal y como las conocemos hoy en dia
son herencia directa de la pauta establecida en los Elementos de
Euclides. Esta obra no s6lo documenta problemas y resoluciones,
sino que se pone de manifiesto un modo de pensar
matematicamente que se convirtio en paradigmatico hasta que a

mediados del siglo XX Bertrand Kussell socavo sus cimientos. Valga
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como prueba del caracter filosofico y logico del libro el método de
demostracion por reduccion al absurdo.

La critica a los Elementos ataca a su primera linea, la definicion de
que un punto es lo que no tiene partes. Hoy en dia un punto se
define como un elemento de un espacio afin o topolégico. Pero
vamos a una critica sobre la primera de las proposiciones, la que
versa sobre la construccion de un triangulo equilatero y que suele
ofrecerse a menudo como paradigma del proceder euclidiano, esto
es, enunciado del teorema y demostracion mediante la aplicacion de
los axiomas establecidos. Se trata del procedimiento con el que los
egipcios pudieron trazar en el suelo las esquinas perpendiculares de
sus piramides.

La proposicion 1 dice como construir un triangulo equilatero sobre
un segmento. Para ello se parte del segmento AB. Se traza con el
compas un circulo de radio AB y centro en A. Luego se repite la
operacion con el centro en B. Los dos circulos trazados crean dos
puntos de corte Py Q, cada uno de los cuales se halla a la misma
distancia de A que de B. Luego los triangulos de vértices ABPy ABQ

son equilateros:
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La critica moderna a esta demostracion alude al hecho de que da
por supuesto un axioma de continuidad de las lineas ausente en los
postulados euclidianos, lo que no garantizaria que los dos circulos
vayan a cortarse en un punto.

Por tanto, los Elementos no son la obra matemdtica definitiva, sino
un producto cultural que recoge y plasma los conocimientos de una
época cuyos origenes se hallan en diferentes culturas. Algunos se
atreven a afirmar incluso que nos han ensenado a pensar
matematicamente. Pero el pensamiento matematico no se limita a la
triada axioma, teorema y demostracion.

Existen, de hecho, otras formas de pensamiento matematico. Pese a
que en los Elementos aparece un procedimiento algoritmico como el
del calculo del maximo comun divisor de dos numeros naturales, no
puede afirmarse que el pensamiento algoritmico forme parte
verdaderamente del pensamiento matematico de esa obra. No
encontraremos en el libro sobre algebra procesos iterativos
convergentes hacia la solucion de un problema. Estas ideas son
posteriores y caracteristicas de las culturas china, arabe e india.
Eudoxo, que quiza fue contemporaneo de Euclides, realizo trabajos
en esa linea de pensamiento, pero no fueron recogidos en los
Elementos. Arquimedes, que vivio un siglo después de Euclides, fue
quizas el primero que uso la idea de aproximacion sucesiva
convergente para calcular con la mayor precision hasta el momento
el area de un circulo. Antes que €l, los trabajos de Eudoxo fueron en

esa linea, pero la idea de sucesion y el control de su convergencia
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dieron lugar, casi 2.000 anos mas tarde, al calculo infinitesimal.
Cabe preguntarse si el calculo infinitesimal habria sido considerado
como un proceso o idea matematica por Euclides.

Bertrand Russell llevo las cosas mas lejos, hasta el punto de decir
que las matematicas son deducibles de la logica. Pero que sean
deducibles de la l6gica no significa que ésta sea su esencia. A diario
tomamos decisiones que la logica puede justificar, pero no las
tomamos por una cuestion logica. Decidimos lo que decidimos por
multiples causas, entre ellas la logica. Pero gran parte de nuestras
decisiones las tomamos en base a la experiencia, la intuicion, la
imitacion, el consejo y a un sinfin de motivos que a posteriori un
pensamiento racional puede validar. Pero no pensamos unicamente
de esta forma. Tampoco el pensamiento matematico ni el desarrollo

de las matematicas son esto ni se reducen a ello.

§. Aproximaciones sucesivas

Los Shulba Sutras son los unicos documentos matematicos indios
del periodo védico, entre los siglos n y VIH a.C. Incluyen
instrucciones para construir rigurosamente altares de culto cuyas
formas podian ser cuadradas o circulares en el ambito doméstico.
Pero en el dominio publico los altares tenian que ser mas
sofisticados, llegando a incluir formas triangulares, romboidales y
trapezoidales. Uno de ellos combinaba esos poligonos elementales
para crear una figura en forma de ave, suponiendo tal vez que
ofreciendo un sacrifico sobre €l dicho pajaro llevaria en volandas el

alma del solicitante.

51 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

Un problema era la construccion de altares de area doble que otro
dado. Este es un sencillo problema geométrico que puede resolverse
de dos formas. Una, visual; la otra, numeérica. Esta ultima es
importante cuando se quiere prever la cantidad de material
necesario para su construccion. La solucion visual es inmediata:
basta trazar un cuadrado sobre la diagonal del primero que

contendra exactamente cuatro mitades del cuadrado precedente:

La solucion numérica pasa por la aplicacion del teorema de
Pitagoras o por la busqueda de un numero que elevado al cuadrado
sea 2. En efecto, ¢qué lado x tiene el cuadrado que duplica el area

de otro de lado c? Veamoslo:

Area cuadrado c:c?

5 5 = x2=2c%2 =>x=c-\2
Area cuadrado x: x

Los Shulba Sutras contienen las instrucciones de un procedimiento
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algoritmico para calcular la raiz cuadrada de 2 mediante
aproximaciones sucesivas. Lo que hay que hacer es anadir a la
medida del lado su tercio, después anadir la cuarta parte del tercio
y, finalmente, quitarle la trigésima cuarta parte del cuarto del tercio.
Dicho de otro modo, y siendo c la medida del lado del cuadrado que

se quiere duplicar:

" +1(1 )+ l(l A )—1+1+1 L 41421568
Cr3FTa\e* ) e 2T 3 R 4l

Resumiendo esta operacion, vemos que el resultado es una
aproximacion extraordinaria de la raiz cuadrada de 2, pues coincide

con el valor exacto en los cinco primeros decimales:

i | 1
3-4-34-33+3-4-34-34

Posteriormente, en el siglo XV se anadieron dos términos mas a esta

aproximacion para hacerla exacta en siete cifras decimales:

{1, 1, 33333, 1, 41467, 1, 4142157, 1, 4142135} -2

De donde salen estas fracciones y el numero 34 nada dicen los
Shulba Sufras. Como en tantos escritos de caracter matematico, se
documentan los resultados, pero no el proceso creativo que conduce

a la resolucion. Existe la hipotesis de que ese algoritmo indio para el
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calculo de la raiz de 2 estaba basado en el procedimiento usado por
los babilonios. Ya hemos visto que también este pueblo habia
logrado calcular la diagonal de un cuadrado con asombrosa
aproximacion, pero carecemos de evidencias acerca del método que
siguieron. Desconocemos incluso si fueron ideas de tipo algebraico o
geomeétrico.

¢Como elaboran los matematicos una teoria del proceso creativo de
la resolucion de un problema? Nos vemos obligados a trazar un
camino hipotético tomando como origen el punto final del recorrido
por la persona que resolvio el problema. Saber qué penso el autor de
la resolucion documentada en los Shulba Sufras significa dar
sentido a esas fracciones y a los numeros que intervienen en ellas.
Entre las teorias mas plausibles esta la elaborada por Datta,
matematico indio del primer tercio del siglo XX. Comencemos
pensando que la aproximacion se obtiene siguiendo los pasos de
una sucesion numeérica que comienza con la longitud unidad del
lado de un cuadrado:

En un cuadrado de lado unidad; esa unidad es también el area.
Puesto que el primer paso consiste en anadir un tercio, dividimos el
cuadrado en tres partes iguales para obtener tres cintas
rectangulares. Llamamos A y B a las dos primeras y dividimos la
tercera en tres partes iguales. Cada una de ellas sera un cuadrado.
Al superior lo llamamos C y dividimos los dos inferiores en cuatro

partes cada uno. El proceso da lugar a la siguiente configuracion:
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A

Disponemos ahora de once cintas (A, B, Cy las ocho mas pequenas),

que colocamos alrededor del cuadrado original de la siguiente

manera:

b
|

L

|

Completando la esquina vacia cerraremos un cuadrado cuya area

superara precisamente en la de esta esquina a la duplicacion que

queriamos obtener, pues las cintas anadidas suman exactamente el

area del cuadrado original. Pero observemos que si se anade la

esquinita, la longitud del cuadrado resultante es precisamente la
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dictada en los Shulba Sufras:

1+

W =
+
W =
| =

Datta explica la incorporacion de la fraccion 1/(3 - 4 - 34) desde
una perspectiva algebraica mas occidental. Segun é€l, la justificacion
reside en que esa esquina vacia es un exceso que se reparte entre
los dos lados que la provocan. Eso quiere decir que el area de la
esquina, que es 1/122) se distribuira en dos rectangulos y en una
nueva esquina de lado x que se quitaran a los lados superior y

lateral derecho de la pieza:

2x(1+2+ ) 2_(1)2
N3 T T\

Llegados a esta igualdad, el argumento de Datta es que el area de la
nueva esquina que quedara vacia, ese cuadradito de lado x, es

despreciable por diminuta, y entonces:

1 1
2x(l+—+—)

@) ==
—] =x=
3 12 12 12-34

Quiza fue asi como penso el autor indio, pero ese argumento
algebraico y ese razonamiento de despreciar cantidades

extremadamente pequenas no sintonizan demasiado con la
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busqueda de valores cada vez mas precisos. Ponerse en la piel del
autor indio o, mejor dicho, en su mente, significa buscar la razéon
geomeétrica de ese raro factor del denominador que es, a priori, el
numero 34. El problema es dividir la esquinita cuadrada de lado
1/12 en tantas partes como cabe ésta en los lados superior y lateral
derecho de la pieza, que son 16 + 16-32 partes. Quitando una
amplitud de 1/(12-32) en cada uno de los 16 cuadraditos que
forman el perfil de la pieza obtendremos otro poligono inscrito en un

cuadrado cuyo lado sera:

1_*_'l_*_l il %
3 A2 1232

El area de este cuadrado se aproxima mucho mas al valor deseado:

1. 132
2 T - s 0
(1 - 3 — 12) 2,00694 ...c = +0,35%

L, ¥ L A
e e - E=— 9
(1+5+5-1555) = 199957 ..e = —0,022%

Que siga sin aparecer el valor 34 puede deberse a que quiza se
hicieron intentos de mejora, pero existe aun otra posibilidad mas
plausible. En lugar de reducir los lados del poligono irregular
anterior, recortemos el cuadrado de lado 1 +1/3 + 1/12 en sus
lados superior y lateral derecho. En cada uno de ellos el lado de la

esquinita cabe precisamente 17 veces:
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17¢
16e 1

«17e¢

16e

Dividamosla pues en 34 cintas para quitar 17 del lado superior y
otras tantas del lateral derecho del cuadrado grande. Haciendo esto
habremos quitado un exceso en forma de esquina cuadrada

minuscula, de lado:

1
12-34

La pieza resultante volvera a ser un poligono irregular inscrito en un
cuadrado que tiene por lado precisamente la aproximacion dada en

los Shulba Sufras:
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I+ 13+ 1/12-1/(12-34)

~
e
-

(pE-TIVT=CI/T+E/1+1

e e e et ————— ——

Del juego entre el exceso de quitar 34 esquinas y la escasez de
reducir 33 parece proceder la alternancia entre las cifras 33 y 34
que caracterizan las siguientes aproximaciones del procedimiento

indio:

l+1+1 1 1 i 1
3 12 12-34 12-34-33 '12-34-34

Sin embargo, y siguiendo una linea de pensamiento paralela a la
india, la division del cuadrado original en cinco partes
proporcionaria una primera aproximacion mejor a la duplicacion
que la division en tercios.

Esta linea de pensamiento no es euclidiana. Pese a ser logica y
deductiva, no se basa en unos axiomas que aplicar para llegar a
demostrar un resultado previsto de antemano. Aqui no hay teorema,
demostracion y conclusion, sino la busqueda de algo cuyo caracter

conocemos a medida que nos acercamos a ello.
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§. Etnomatematicas: las matematicas como fenémeno cultural
El pensamiento matematico se hace mas complejo y profundo en
aquellas culturas que poseen un lenguaje escrito y esta
directamente asociado a esa capacidad. De aquellas culturas de las
que tenemos documentos escritos sabemos como pensaban, pero no
absolutamente porque en sus escritos matematicos no se refleja
todo. De hecho, lo que falta se pareceria bastante a lo que si escribio
Euclides en los Elementos. Es decir, los actos de pensamiento que
relacionan causa y efecto.

En las piramides de Egipto vemos el cuadrado y no el circulo. En
Stonehenge vemos el circulo y no el cuadrado. ¢Sera el cuadrado
una forma para los monumentos relacionados con la muerte como
fueron las piramides? gSera que el circulo se relaciona mas con
cuestiones astronomicas y ritos vinculados al Sol o la Luna?

Las culturas de las que hemos hablado en este primer capitulo
dejaron de existir hace mucho. Sus ideas matematicas fueron
desarrolladas mucho antes de lo que ahora llamamos cultura
occidental. Su desarrollo fue un fenéomeno local: cada pueblo hizo
sus matematicas y resolvio de modo autonomo y autoctono los
problemas a los que se enfrento; fueron Etnomatematicas.

Tenemos una idea de lo que son las matematicas y de como se han
generado muy ligada a la idea de un recorrido bastante continuo en
el espacio y en el tiempo. Por lo visto, en la prehistoria no fue asi.
Asi comenz6 todo en nuestra cultura. ¢Qué hay y qué ha habido
fuera de ella? Antes de que Colon descubriese Ameérica, existian

culturas que habian desarrollado importantes conocimientos
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matematicos. Y después del descubrimiento del nuevo continente y
en la actualidad existen culturas diferentes de la occidental que
también han desarrollado conocimientos matematicos gracias a los
cuales son como son y han sobrevivido. De esto hablaremos a

continuacion.

Matematica rural

A finales de la década de 1980 la profesora Guida de Abren
estudido los procedimientos matematicos usados por los
campesinos del noreste de Brasil. Las discrepancias entre los
métodos escolares y los autoctonos del mundo rural
constituian un obstaculo para la implementacion de nuevas
técnicas agricolas. El calculo del area de un triangulo, por
ejemplo, se efectuaba multiplicando el promedio de la
longitud de dos de sus lados por la mitad del otro. Es decir,
(x+y)-z/4.

Este método tiene sus riesgos. En el caso de un triangulo
equilatero de lado x, la superficie obtenida asi seria S = x2/2,
que es distinta del valor real de (xV3)/4. En el caso del
triangulo rectangulo de lados 30 m y 40 m e hipotenusa 50
m, las tres opciones posibles dan lugar a tres areas distintas.
El valor real es de 600 m2. Los valores por el procedimiento

rural son S1-800 m?, S = 875 m2y Sz = 675 m=2.
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50m
30 m

40 m

Puesto que este ultimo valor es el mas proximo al correcto y
se ha obtenido tomando el promedio de los dos lados mas
largos, invita a pensar que la observacion de dicha norma
proporcione resultados mas precisos. Cierto es que resulta
mucho mas practica que el calculo trigonométrico. Ademas,
el sistema de unidades de medida utilizado en este contexto
agrario se basaba en la braca, el cubo y la conta. La medida
de la braca podia variar entre 2 m y 2, 20 m, y se
correspondia con la medida estandar tomada en un baston
de madera. El cubo era la superficie de un cuadrado de lado
una braca. La conta era la superficie de un cuadrado con 10

bracas de lado.
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Capitulo 2
Contar y calcular mas y mejor

Contenido:

§. Numeraciéon y cdlculo escritos

§. Contar en y con otros lugares
. El sistema de numeracion yoruba (Nigeria)
. En un mercado de Mozambique
. En un autobus indio
El regateo: una estrategia numérica comercial

El abaco

@ @ > @ > @

El quipu

§. Numeracion y calculo escritos
¢Qué pensariamos si paseando por una calle nos encontrasemos un

papel en el suelo como el siguiente?
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d > | YO
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Esta es una reproduccion libre de una tablilla sumeria de hace mas
de 4.600 anos hallada en Suruppak (Irak). Segun Georges Ifrah
(Marrakech, 1947), puede tratarse de la division mas antigua jamas
escrita. Este matematico e historiador ha escrito obras ingentes y
muy meticulosas acerca de los sistemas de numeracion y de calculo
de todo el mundo. Sistemas desarrollados mucho antes de que las
matematicas recibieran ese nombre.

La tablilla trata sobre la distribucion de cebada entre varios
hombres. La columna izquierda habla de la cantidad de cebada que
hay que repartir, un granero y siete silas (un granero equivalia a
1.152.000 silas). La columna derecha contiene los calculos
necesarios para determinar el reparto. La interpretacion del texto de
la tabilla es que al repartir un granero de cebada entre varios
hombres han correspondido 7 silas a cada uno de ellos. Siendo
éstos 164.571, han sobrado 3 silas.

En la tablilla original se hace uso de figuras geométricas trazadas a
mano para representar las cifras de la division. Con bolas y conos,
unos pequenos y otros mayores, se representaban los numeros. El
cono pequeno era la unidad; una bola correspondia a 10 unidades;
un cono grande, a 60 unidades; un cono grande perforado eran 600;
una bola, 3.600, y la bola perforada, 36.000 unidades.

El proceso de division en la tablilla se desarrolla de la manera
siguiente. El dividendo es 1.152.000. Su descomposicion en

potencias de 60 es:

1.152.000 = 5 x 603 + 2 x 10 x 602.
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Pero, en lugar de expresarla asi, y puesto que no se conocen objetos
representantes de cantidades mayores, lo que pudo hacerse fue
utilizar la mayor unidad de la época, es decir, 36.000. Si queremos

expresar 1.152.000 con bolas perforadas, deberemos tomar 32:

1.152.000 = 32 - 36.000.

Al distribuir 32 bolas de éstas en 7 partes iguales, vemos que tocan
a 4 y sobran otras 4. Las 4 que tocan a cada hombre constituyen el
cociente y son las bolas perforadas que aparecen en la parte
superior derecha de la tablilla. Las 4 que sobran son el resto de este
primer reparto. Hay que dividirlas de nuevo en otras 7 partes.

Puesto que son 4 X 36.000 silas, en piezas inferiores son:

4 x 36.000 = 144.000 = 40 x 3.600.

Es decir, 40 bolas sin perforar. Las repartimos en grupos de 7 para
obtener un cociente de 5 y un resto igual de 5 bolas. Estas bolas
restantes, equivalentes a 5 - 3.600 unidades, se descomponen en

conos grandes perforados de 600 unidades cada uno:

5 x 3.600 = 18.000 = 30 x 600.

Son 30 conos grandes perforados a repartir entre siete. El cociente

es 4 y el resto, 2. Sobran, pues, 2 conos grandes perforados de 2

65 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

600 = 1.200 unidades que hay que repartir de nuevo entre 7.
Utilizamos para ello el «calculo» o piedra inmediatamente inferior,

que es el cono sin perforar de 60 unidades:

1.200 = 20 x 60.

Estos 20 conos se dividen a su vez entre 7, lo que da de cociente 2 y
resto 6. Sobran, pues, 6 X 60 = 360 unidades. Estas equivalen a 36

bolas de 10 unidades cada una:

360 = 36 x 10.

Calculos sumerios
Los calculos fueron pequenos objetos de piedra o arcilla
cuyas formas y tamanos sirvieron para representar
cantidades. Su uso dio nombre a la actividad de-«calcular».
Un calculo era cada una de esas piezas. Los simenos usaron
como calculos pequenos conos y bolas que perforaban para

distinguir su significado numérico.

N V.

Los llamados hoy en dia «calculos renales» son pequenas

concentraciones de materiales solidos en el rinon.
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Generalmente, los calculos renales son calcificaciones y las
molestias que ocasionan estan directamente relacionadas

con su tamano.

La division de 36 entre 7 proporciona un cociente de 5 sobrando
una bola de 10 unidades o, lo que es lo mismo, 10 conos pequenos.
Para terminar, los dividimos entre 7 y obtenemos el Gltimo resto de

3 unidades o conos pequenos. En la tabla siguiente se resume todo

el proceso:
Piedras i Piezas correspondientes | Piezas sobrantes
(c:‘:liulb-s) , Cantidad ‘ Qcéda-hc»mbre " f ("95(0)
| Boias ;’.x—:rf':rd::j? o 1-7 - ! )
s | 57 s
| Cones ;t--.z-m'a:i;:j — ‘ 4.7 , 4
o T
Bolas pequenas 5-7
| i
onos p IeCUE oS I 1-7+3 3 ]

Las que aparecen en la casilla superior de la columna derecha de la
tablilla se corresponden con la tercera columna de la tabla. Debajo
de esas piezas estan los 3 conos pequenos correspondientes al resto
de la division (cuarta columna de la tabla). Desde luego, es una
division en toda regla.

A los egipcios del ano 2.000 a.C. les resultaba facil multiplicar o
dividir por 10, pues para ello bastaba con sustituir cada simbolo de

las cifras del naumero en cuestion por los simbolos de las superiores
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o inferiores correspondientes. Véanse, por ejemplo, las expresiones
de 48 y de 480 de la figura siguiente (recordemos que los egipcios

escribian de derecha a izquierda):

™Y O O

l ‘l l 'l --/ —

l"/\l" If“-\ ( ‘; ( } 480
N N

T

NN

A la hora de multiplicar por otras cantidades no se aplicaba un

| I v“.‘.l /‘..\

algoritmo como el nuestro, sino que se seguia un procedimiento
basado en la duplicacion o multiplicacion por 2. Para efectuar el
producto de 117 por 14 se formaban dos columnas. En la de la
izquierda se anotaban las sucesivas potencias de 2, y en la de la
derecha, las duplicaciones de 14. Las columnas terminaban justo
antes de que las potencias de 2 superasen la cantidad por la que se

multiplicaba 14, es decir, 117:
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1 14
2 28
a 56
& >] 1/
16 224
32 248
Lol ... 2O

Ahora se busca en la columna de la izquierda una combinacion

cuya suma sea 117:

1+4+16 + 32 + 64-117.

Entonces, el resultado de la multiplicacion es la suma de los
numeros en la columna de la derecha correspondientes a esos

sumandos:

14 + 56 + 224 + 448 + 896 = 1.638.

Lo que se hace en la columna de la izquierda equivale a buscar la

expresion en base 2 del mayor de los factores del producto (en base

2):

117 =126+ 1-25+1-24+ 023 +1 22+ 021+ 120=1110101.

Esta expresion determina el resultado. Los egipcios de hace 4.000
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anos, al parecer de forma inconsciente, efectuaban un cambio de
base numérica para multiplicar. El éxito de su procedimiento se
basa en que siempre es posible hallar una suma en la columna
izquierda que coincida con el valor deseado, esto es, expresar un
numero natural en base 2. Experimentalmente vemos cual es la
causa:

12 =223 =22 (2+1)=23+ 22,

15=35=(2+1)(22+1)=23+22+2+ 1,

Los primeros numeros naturales cumplen esa propiedad:

1 =20

2 =21
3=21+20
4 =22
5=22+1
6 =22 +2

7 =22+21+20 .

Si n es un numero natural que la cumple, entonces su siguiente, n+
1, también la verifica. En efecto, si n es par, ninguno de los
sumandos que lo componen es 29 = 1. Por lo tanto, ésta sera la
potencia de 2 a anadir para formar su siguiente n + 1. De este
modo, n + 1 sera suma de potencias de 2. En cambio, si n es impar,

su descomposicion como suma de potencias de 2 acaba con 2°. El
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numero siguiente n + 1 se forma anadiendo una unidad, esto es,
otro sumando 2°. Junto al otro que ya poseia, se crea uno de valor
200+ 20 =1+ 1 =2 = 21 Si un sumando 2! ya aparecia en la
descomposicion, entonces se sumara al nuevo formando otro
sumando de valor 22. En cualquier caso, el resultado sera una suma
de potencias de 2.

Senalando las potencias con las que se escriben en base 2 los 10

primeros numeros naturales se aprecia el patron de formacion:

— - . . —_—

Potenciade2 ! 0 |

rd
L
I
W
o
~J
o0

La division egipcia de aquella época se hacia de manera similar, sélo
que aplicando el proceso a la inversa, planteando la division como si
de una multiplicacion se tratara. Por ejemplo, en la division de 92
entre 9 la cuestion seria por cual numero hay que multiplicar 9
para obtener 92. Primero construimos las columnas
correspondientes. A la izquierda, las sucesivas potencias de 2; a la

derecha, las duplicaciones de 9 hasta justo antes de superar el valor

92:
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Buscamos ahora en la columna derecha una suma que dé 92. Como
no la hay, la division no es exacta. La suma mas proxima es 18 + 72
= 90. Luego el cociente de la division es 2 + 8 = 10 (la suma de
potencias de 2 correspondientes a los valores 18 y 72), y el resto es

2.

§. Contar en y con otros lugares

Para contar hace falta tener nombres para las cantidades. Todos los
idiomas y lenguas los tienen, aunque los hay que carecen o carecian
de escritura propia para representarlos. Hoy en dia los simbolos de
las cifras se han hecho practicamente universales y se utilizan en
cualquier rincon del planeta. Los términos con los que la gente
cuenta y nombra los numeros también son equivalentes. Sin
embargo, la fidelidad de una traduccion puede no corresponderse
con la fidelidad del concepto.

Muchos europeos de hace un par de siglos pensaban que los
africanos eran apenas capaces de contar hasta mas de diez. Esa
creencia fue desmentida por informes de algunos comerciantes del
siglo XVIII y por estudios antropologicos llevados a cabo a lo largo
del siglo XX.

Algunos podrian pensar que el pueblo kpelle de Liberia central y
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Guinea, en Africa, carece de habilidades numéricas por el mero
hecho de ayudarse de pilas de guijarros para realizar operaciones
aritmeéticas. Sin embargo, en un estudio llevado a cabo por Gay y
Colé, los kpelle nativos obtuvieron mejores resultados en la
estimacion del numero de guijarros en pilas de varios tamanos que
los estudiantes de la universidad americana de Yale.

Contamos y calculamos con un sistema de numeracion decimal que
expresamos de forma oral y escrita. Nuestra sociedad no ve con
buenos ojos que una persona adulta se ayude de los dedos para
contar, algo solamente tolerado en el periodo de aprendizaje de los
ninos.

Escribimos y verbalizamos nuestros numeros con simbolos y
fonemas en los que se pone de manifiesto la base decimal de

nuestro sistema.

Gesticulaciéon numérica en Africa
El pueblo zuli es la mayor de las etnias de Africa
septentrional. Se encuentran, sobre todo, en Sudafrica, pero
también existen grupos zulues en Zimbabwe, Zambia y
Mozambique. El kamba es una lengua perteneciente a la
familia bantti que se habla en Kenia y Tanzania, en Africa
oriental. La tabla siguiente muestra los gestos de ambos

pueblos para indicar los numerales del 1 al 10.
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Kamba (Kenia)

1

Extension del menique izquierdo

Extension del Indice derecho

2

I

Extension del menlgue

y &l corazon izquierdos

Extension de tres dedos
exlenores de una mano

Extension de cudtro dedos

derechos

Lxtension del indice v el corazan
Extension as indice, el corazon
y el anuiar derachos

Separar en «V» la pareja indice-
ccrazon de la pareja anular-menigue
en la mano demcha

Extension de anco dedos

El puno dereche cerrado

6

kxtensiin del pulgar derecho

Cogerse el mehique izquierdo
con la mano deracha

Extension del pulgar y el indice
derechos

Cogerse & mefique v el anular
izquicrdos con la mano derecha

Extension de tres oedos
de ia mano derecha

Cogerse el medique, el anulary el
corazan 7auerdos con la mano
derecna

w0

Extension de cugtro dedos
de 'a mano derecha

Conerse con la mann derecha los
cuatro dedos de [a mano zaulerda

Extznsiin de todes los dedos

Ambos pulios cerrados

Tenemos uno distinto para cada numero del 1 al 10. A partir del 10,

las raices fonéticas determinan la expresion verbal de cada

cantidad. Por ejemplo, del 11 al 19:

I as e ! = T =)
1 12 13, 14 5 16 ' 17 18 13
| once doce trece | catorce | quince | disciséis | digcisiele | dieciocno | decnueve
| T i el Mok e . :
1-¢e 2-te 3-ce 4-ce S-ce i0+6 10+7 1048 10+9

Lo mismo ocurre en las sucesivas potencias de 10, base del sistema,
en las que las primeras silabas senalan su numero: treinta (30),
cuarenta (40), cincuenta (50), doscientos (200), trescientos (300),
cuatro mil (4.000), cien mil (100.000). Una expresion como «siete mil

trescientos cincuenta y dos» lleva implicita la descomposicion
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decimal de la cantidad a la que nos referimos:

7-1.000 + 3-100 + 5-10 + 2.

Dentro de nuestra cultura occidental existen diferencias. Pese a
utilizar el mismo sistema de numeracion decimal, en francés la
expresion oral de las decenas superiores a cincuenta se construye
tomando veinte como referente. Ochenta son «quatre-vingt», esto es,
cuatro veces veinte. Ochenta y cinco se dice «quatre-vingt cinqg», o
sea, 420 + 5.

Claudia Zalavsky (Nueva York, 1917-2006) fue pionera en el estudio
de ideas matematicas vernaculas, contribuyendo a la gestacion de
las Etnomatematicas. Su obra Africa Counts (Africa cuenta) es un
estudio en el que anticipa muchos de los aspectos que anos mas
tarde conformarian lo que el profesor brasileno Ubiratan D'Ambrosio
llam6 Etnomatematicas. Zalavsky recopildo multitud de ideas
matematicas gestadas en el seno de culturas africanas: sistemas de
numeracion de base no decimal, calculo digital y patrones
geomeétricos, tanto de construccion como de ornamentacion.

Fuera de nuestra cultura occidental son corrientes las expresiones
orales en las que se toma como referente el nimero cinco para
denotar cantidades superiores a los dedos de una mano. En algunas
variedades lingtiisticas del bantu (Africa central), la raiz para el
numero S es tano y determina los términos para el 6, el 7, el 8 y el
9. Estos se construyen anadiendo a dicha raiz correspondiente a las

S unidades las terminaciones 1 (-mwe), 2 (-vali), 3 (-tati)y 4 (-ne). De
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esta forma se obtienen los términos para el 6 (tano-na-mwe), el 7
(tano-na-vali), el 8 (tano-na-tati)y el 9 (tano-na-ne).

En Guinea-Bissau y Africa Central se usan también sistemas
basados en el cinco y en el veinte, entendiéndose el cinco como los
dedos de una mano, y el veinte, como el total de dedos de una
persona, manos y pies. De esta forma se habla de «dos manos» para
referirse al 10 o de «un hombre completo» para el 20. Una expresion
como «cinco hombres enteros» corresponderia al 100.

El modo en que un pueblo se refiere a los numeros denota el modo
en que los piensa. Esas terminologias autoctonas resultan practicas
para contar cantidades pequenas, pero no para realizar operaciones
con numeros grandes. El sistema de numeracion del pueblo igbo
(Nigeria) se basa en el veinte. Su término para el cuadrado de 20 es
nnu. Y el cuadrado de 400 se expresa como nnu khuru nnu, que
significa «400 encuentra 400».

Un contexto donde los numeros desempenan un papel primordial es
el del comercio. Para comerciar es necesario saber medir y pesar,
saber calcular y disponer de algun sistema de registro. Ningun
comercio es posible sin el intercambio, lo que hace necesaria una
unidad de valor. Esto nos lleva a la multiplicacion y la division.

En Africa se han usado como moneda las conchas, las vacas, la sal,
los esclavos y el oro. Hoy en dia prima el dinero, aunque en
mercados locales el intercambio directo de objetos diversos también
se practica.

Hace un siglo, el pueblo ewe de la costa de Guinea comerciaba con

conchas de cauri. Cuarenta conchas formaban la hoka, la unidad de
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intercambio ewe. Tierra adentro la hoka no correspondia a 40
conchas, sino a 35. Los ewe eran eficaces multiplicando y lo hacian
con rapidez, retirando 20 veces 3 conchas para anadir luego 10 y
completar asi 2 hokas del interior: 20-3 + 10 = 70.

¢Significa esto que los ewe buscaban la relacion entre ambas
hokas? Teniendo en cuenta que 20 es la mitad de 40 y que 10 es su
cuarta parte, ¢sabian entonces que con tres mitades y una cuarta
parte de su hoka duplicaban la otra? Es mas, ¢eran conscientes de
que la relacion entre ambas divisas era 8:7 y de que el equivalente
en hokas interiores de un precio en hokas ewe se obtenia
multiplicando éste por 7 y dividiéndolo por 8? Una pregunta de

dificil respuesta.

3512,,, +ZhH =2h; & ghs = h

§. El sistema de numeracion yoruba (Nigeria)

Mencion especial merece el extraordinario y complicado sistema de
numeracion de los yoruba (Nigeria). Valga decir a modo de
ilustracion que su término para el numero 48 significa, literalmente,
20-3 - 10 - 2.

El yoruba es un sistema vigesimal, pero, a diferencia de la inmensa
mayoria de los sistemas vigesimales, se construye mas sobre la
resta que sobre la suma. Esto podra parecer chocante y demasiado
complejo, pero no es el Unico caso de numeracion sustractiva;

también lo es la notaciéon numeérica romana:
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Numeracion romana
— I —
) .y e |

2 | IV 5
! 4
4

¢Como expresar un numero en el sistema yoruba? Para saberlo
analicemos antes las expresiones de todos los numeros hasta el 20,
base del sistema. Del 1 al 10 se utiliza un término distinto para
cada cifra. Los términos del 11 al 14 se forman anadiendo la
terminacion -ha a los términos del 1 al 4. Es en el 15 donde aparece
la resta por primera vez para formar los términos cuyo significado
literal es 20 - 5, 20 - 4, 20 - 3, 20 - 2 y 20 - 1. El numero 20 posee
un término nuevo; a partir del 21 se usa de nuevo la notacion
adicional, que vuelve a cambiar a sustractiva en el 25. El patron se
aplica sucesiva y ciclicamente. Por ejemplo, 105 = 6:20 - 10 - S y
315 =400-20 - 4 - 5 (400 posee nombre especifico).

En cuanto a la expresion de algunos numeros grandes:
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Yoruba (grandes numeros)

Las razones que pudieron inspirar este modo de pensar los numeros
hay que buscarlas quizas en el conteo de conchas de cauri. Su
recuento se iniciaba formando grupos de cinco y luego de veinte.
Cinco grupos de veinte formaban una pila de cien. Al reunir
conchas para formar un grupo de cinco, lo que hacemos es contar
desde 1 hasta 5. Esto explicaria el hecho de que los yoruba anadan
esas unidades al 10 para formar los numeros 11, 12, 13 y 14. Sin
embargo, no explica por qué se produce el cambio en el 15.

Una posible explicacion sera el hecho de contar con una sola mano.
Supongamos que tenemos en mente la decena y extendemos los
dedos de una mano sucesivamente para contar 11, 12, 13 y 14.
¢Como contaremos con la misma mano los numeros restantes hasta
20? Primero, extenderemos el quinto dedo para ver nuestra mano
abierta. A continuacion, iremos cerrando sucesivamente los dedos
hasta llegar a la decena siguiente. Por tanto, lo que la extension de
los dedos anade a la primera decena, el cierre de los dedos se lo

quita de la siguiente. Asi, cuando tenemos el quinto dedo extendido
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ya pensamos que estamos restando 5 de 20, o sea, 20 - 5 = 135.
Cerramos un dedo y estamos en 20 - 4 = 16; cerramos otro y
tenemos 20 - 3 = 17. Cuando volvamos a cerrarlos todos estaremos

iniciando ya el recuento de la decena siguiente, esto es, 20.

§. En un mercado de Mozambique

Diversos estudios sobre aritmética han analizado el modo en que las
personas calculan fuera del ambito escolar. Uno de esos estudios
tenia como objeto conocer como las mujeres calculaban
mentalmente sumas y restas en su actividad cotidiana. Uno de los
lugares de dominio femenino son los mercados. Para restar 5
unidades de 62, mas de la mitad de las mujeres de un mercado en
Mozambique (Africa oriental) restaban primero 2 unidades y luego
sustraian 3 del resultado:

Con respecto a la misma operacion, aproximadamente una tercera
parte de ellas restaban 5 de 60 y anadian después dos unidades al

resultado:

62-5=(60-5)-2=57.

Una minoria restaba 10 de 62 y anadia luego la diferencia entre 10

y 5 al resultado:

62 -5=(62 - 10) + (10 - 5) = 57.

A la hora de multiplicar, la mayoria de esas mujeres duplicaban los
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numeros hasta obtener aproximaciones al resultado. Por ejemplo,
para calcular 6 - 13, una solucion seria la siguiente (se trata de un
método que guarda cierta similitud con el método egipcio

mencionado al principio de este capitulo):

2-13=126
=6-13=26+52=78
4-13=2-26=52

Se desconoce, sin embargo, si esos procedimientos de calculo eran
creacion de las mujeres, si eran adaptaciones de otros métodos ya
conocidos o si forman parte de alguna tradicion cultural o comercial
relacionada con su tarea en el mercado. Tampoco se sabe como se
producia el proceso de ensenanza y aprendizaje, si es que existia
alguno.

En Nigeria también se dan casos de calculo no formal semejantes a

los expuestos. Algunos métodos para calcular 18 + 19 son:

18+ 19 = (18 - 1) + (19 + 1)=17 + 20 = 37

18 +19 =(20-2) + (20 - 1) =20 + 20 - (2 + 1) = 40 - 3 = 37.

Para dividir 45 entre 3 el hecho de saber que 21/3 = 7 puede

resultar muy util:

45 21+21+3
i 3 =7+74+1=15

81 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

Estos procedimientos dejan claro que hay muchos modos de hacer
las cosas y de que fuera de la escuela existe pensamiento

matematico.

§. En un autobis indio

Chennai, llamada antes Madras, es la capital del estado de Tamil
Nadu, al sureste de la India. Los conductores de autobus de esa
localidad se ven obligados a realizar calculos mentales con agilidad.
Por una parte, tienen que determinar el importe a cobrar a cada
pasajero, lo que depende de las tarifas entre los diferentes puntos
del recorrido. Por otra, al finalizar la jornada, deben calcular lo que
se conoce como batia, es decir, su salario correspondiente en base a
la tarifacion del dia. El batta depende de varias variables, como son
el tipo de autobus, la cantidad de viajes efectuados y el monto total
del dinero recolectado durante la jornada.

Nirmala Naresh, de la State University de Illinois, en Estados
Unidos, ha estudiado los procedimientos que usan los conductores
para calcular tanto su batta como el importe que debe pagar un
pasajero segun su trayecto. Para ello necesita tener en mente
constantemente la relacion entre la divisa india, la rupia, y su
centésima parte, la paisa, y, sobre todo, los diferentes billetes y

monedas:

Billetes (Rupias) Monedas
1, 2, 5, 10, 50, 100, 500, 1.000 Paisas Rupias
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5, 10, 20, 50 1,2,5

Una calle de Chennai, en Tamil Nadu, India (foto: geekandchick.cl).

Los siguientes son los mecanismos mentales llevados a cabo por un
conductor de autobus de Chennai para llevar a cabo las

multiplicaciones de 3-293 y 3, 50-61:
3-293 - 3300 - (3-7) =900 - 21 = 879.
3, 50-61 =361 + .61 =183 + 30, 50 = 213, 5.

Como se aprecia, las multiplicaciones no son directas ni aplican los
métodos académicos, sino que se basan en la reduccion a productos
mas sencillos y faciles de calcular mentalmente. En el primer caso,
se busca un numero mas redondo proximo a 293, que es 300. Es
facil multiplicarlo mentalmente por 3. Pero al hacerlo, el resultado

excede del correcto precisamente 3 veces el mismo exceso cometido

83 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

al tomar 300 en lugar de 293, que son 7 unidades. Por eso hay que
restar el triple de 7 a 900. En el segundo caso, se descompone el
numero decimal, 3, 50, en su parte entera y la decimal. Es decir, en
tres unidades y media. Luego se multiplica 61 por 3, que da 183.
Por ultimo, soélo falta anadir la mitad de 61, que es 30, 5.

Esos calculos mentales demuestran una habilidad excelente, no
so6lo en la descomposicion aditiva, sino en el uso real y practico de
la conocida en el ambito académico como propiedad distributiva del
producto con relacion a la suma. Aunque esas personas hayan
recibido una educacion matematica elemental y a pesar de que
hayan realizado calculo mental en la escuela, los procedimientos
usados en su practica laboral y cotidiana no se corresponden con
los académicos. Son, por lo tanto, vernaculos.

Separar las partes entera y decimal a la hora de multiplicar un
numero decimal por un entero es corriente en contextos practicos
donde el calculo ha de realizarse mentalmente. Una estrategia
vernacula desarrollada en el seno del ambito practico, no aprendida
en la escuela, y que se da en muchas partes del mundo. En este
contexto, los billetes y monedas son herramientas auxiliares para el

calculo.

Calculo mental de cuadrados
Puesto que (n+ 1)2 = n2 + 2n + 1, el cuadrado de un numero
entero puede calcularse mentalmente a partir del cuadrado

de su anterior o del siguiente:
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312=302+2-30+1=900+60+1=096l.

192 =202-2-20 + 1 =400-40 + 1 = 361

Puesto que n? = a2 + n?2 - a® = a® +(n + @) (n - a), también
puede calcularse el cuadrado de un entero a partir de su

diferencia con otros dos cuyo producto sea facil de calcular

192=1+(192-12) =1 + (19 + 1)(19 - 1) =1 + 20-18 = 1 + 360
= 361

372 =9 + (372 -32) = 9+(37 + 3)(37 - 3) =9 + 40:34 = 9 +
40-(30 + 4) =9 + 40 - 30 + 40-4 = 9 + 1.200 + 160 = 1.369.

§. El regateo: una estrategia numeérica comercial

El regateo ha sido y es todavia una actividad universal del ambito
comercial. En el mundo occidental practicamente ha desaparecido
ya, pero en otros lugares esa practica continua viva en mercados
tradicionales y en aquellos vinculados al turismo.

El objetivo del regateo es que el vendedor y el comprador de un
articulo lleguen a un acuerdo satisfactorio para ambas partes. Suele
abrir el tira y afloja el vendedor, quien comienza diciendo un
importe que el comprador deberia pagar para hacerse con el
articulo. Ya forma parte del juego que la primera suma sea
exagerada, a veces muy exagerada, por lo que el comprador debe

contrarrestar esa primera oferta con un precio bajo. Pero no
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excesivamente, porque el vendedor podria sentirse ofendido y
excluir al comprador, dando por terminado el regateo.

Una regla no escrita de los regateos que se realizan en los mercados
tradicionales es que el buen estratega encontrara la manera de
regatear la primera oferta del vendedor hasta lograr un acuerdo
consistente en pagar la mitad de ésta, aproximadamente. Pero eso
puede cambiar si el vendedor invita al comprador a que sea éste el
que realice la primera puja.

Lo mas corriente es regatear por cantidades fijas, pero también
pueden efectuarse regateos por descuentos. Ante una oferta de
descuento del 5%, uno no debe esperar conseguir hacerse con el
servicio con un descuento del 50%, la mitad del precio. En un caso
asi regatear hasta duplicar el descuento ofertado y obtener uno del
10% puede considerarse todo un éxito. Cuando se habla de
descuentos las cantidades a los que se aplican acostumbran a ser
grandes, y una pequena variacion del porcentaje supone mucho
dinero. Por eso el regateo con porcentajes no suele ser tan
ventajoso.

Un primer modelo matematico del regateo puede ser lineal, es decir,
que la variacion de los precios ofertados por ambos contendientes
siga un patron de proporcionalidad. Es el mas sencillo, pero
enseguida nos daremos cuenta de lo inapropiado que resulta, pues
en la practica real los valores ofertados no aumentan o disminuyen
a intervalos regulares, sino que varian cada vez menos a medida
que se aproximan al acuerdo.

Mas adecuado parece un modelo que contemple una variacion
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curvilinea de las ofertas. La correspondiente al comprador, C (x),
sera creciente y concava. Esto significa que el comprador ofrecera
precios cada vez mayores, pero cuyas diferencias iran
disminuyendo. Por ejemplo, una serie de valores como 20, 60, 100 y
140 obedecerian a un modelo lineal, mientras que 20, 50, 70 y 75
responderian a este ultimo modelo. Son cuatro valores crecientes,
pero cuyas diferencias disminuyen. Por el contrario, la curva del
vendedor, V(x), sera decreciente y con diferencias también cada vez
menores. Dando por buena una pauta por la que el aumento de C(x)
y la disminucion de V{(x) sean proporcionales al ultimo valor
ofertado, obtendremos curvas de tipo parabdlico, ya que ese
aumento o disminucion corresponde a las derivadas, V(x) y C/(x), de
cada funcion. En el caso de la curva del comprador, la derivada es
positiva (C(x) es creciente); y en el del vendedor, es negativa (V(x) es

decreciente):

Viix)=k-x k<0)=V(x)=k-—+B.

x.
2

o . s X .
C'lx)=m-x (m>0)= C(x)=m —+D.

V(0) = B es el precio de salida del vendedor. El resultado son dos
parabolas de distinta curvatura que se cortan en el punto de

acuerdo:
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Pero no sabemos si los contendientes del regateo piensan asi las
cosas. Es decir, si sus ofertas son proporcionales a la ultima
efectuada. ¢No pensaran, tal vez, que cada oferta debe aumentar o
disminuir de forma inversamente proporcional a la diferencia que la
separa del precio de partida? De ser asi, tenemos un nuevo modelo.
Y es logaritmico, ya que asi es la funcion que resuelve la ecuacion
diferencial a la que da lugar este planteamiento. Siendo V el valor

inicial del vendedor:

=

A seuns = | ‘ .

Cllx)=r——=2Ci{x)=F- j[——-—-[-;i’.\‘=k-h]=.\* 1+ K.
j 1

™ !

Si la constante k es positiva para el comprador, para el vendedor es

negativa:
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Pero, ¢qué ocurre en la realidad? ¢Realmente, la gente realiza sus
apuestas reflexionando en proporcionalidades semejantes, directas
o inversas? Seguramente, no. Veamos los datos correspondientes a
tres regateos reales llevados a cabo por el autor en otros tantos
establecimientos comerciales directamente ligados al turismo. No
estamos en un ambiente de mercadillo ni de mercado tradicional,
sino que en los tres casos se trataba de tiendas. Ni tan siquiera mis
ofertas se hicieron en base a proporciones o pautas numeéricas
concebidas de antemano, sino que fueron sopesadas en base a los

aspectos que se expondran a continuacion.
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Regateo 1 l Regatean 2 : Regatec 3
i Vendedor ’ Comprador ' Vendedor Cemprador Vendedor MCompmdm
a5 \ 20 80.000 40,000 ‘ i'_,fi, om) 7 v_"v,'l('l
M??- 25 6 l— ‘l‘-ﬁ; 100G - ;w.;. ‘ 230

10 * 0K 50.000 | ax T8l 250)

' | OK

En el establecimiento 3 los articulos tenian los precios etiquetados,
de ahi el simbolo «pm» en la tabla anterior. Esto suele ser signo de
precio fijo. El precio marcado en el articulo que inspeccionaba era
de 350. Mientras consideraba la opcion de preguntar si, como
parecia, los precios eran fijos, una dependienta me informo de que
podria ofrecerme un descuento.

¢De cuanto seria el descuento?, pregunté. Se lo doy por 300, fue la
respuesta. No era una rebaja muy grande, por lo que intui que, pese
a que los precios no fuesen fijos quiza serian bastante aproximados.
En cualquier caso, el precio que podria obtener no iba a ser muy
bajo. Me tocaba a mi reflexionar sobre cuanto ofrecerle. Considereé
un precio inferior a 200, pero me parecio excesivamente pequeno. El
mayor por debajo de 200 era 199, asi que mi oferta fue 200, para
que pareciese mas alto. La dependienta me replico con 280. Esa
oferta me desanimo6 un poco, pues solo diferia 20 de la anterior.
Intui que acabariamos cerca de 250, pero no queria acercarme a
este valor tan deprisa. Le ofreci 230, un poco mas que 225. Ella se
puso en 260. Para terminar, conclui diciéndole que mi ultimo precio
era 250. Ella insistio en 260, pero yo no cedi. Quedamos en 250.

Tras el regateo, planteé a la propietaria qué margen de regateo
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toleraba, qué valor minimo podia aceptar a partir del precio
marcado en un articulo. Expresé su respuesta en porcentaje: 25 %.
Manifesto que en su tienda era asi, pero que en otros ambitos, como
los mercados tradicionales, el margen podia ser muy superior.
Siendo asi, no estuvo mal obtener un articulo marcado a 350 por
250. La rebaja supero el 28%.

Como consecuencia de estos resultados practicos puede elaborarse
un nuevo modelo matematico del regateo. Hay algo en los valores de
la tabla que nos es familiar, una especie de equilibrio subyacente.
Ademas, convergen de forma clara hacia el que al final es el valor
del acuerdo. ¢Qué pauta gobierna dicho equilibrio? Formulemos
nuestra hipotesis declarando que lo que gobierna ese equilibrio es
que cada oferta se realiza calculando el promedio de los dos ultimos
valores efectuados. Es decir, que la sucesion de numeros que se
generan durante el regateo a partir del valor inicial xo ofertado por el
vendedor y del valor inicial ofertado por el comprador tiene por

término general:

Esto no es otra cosa que el promedio, la media aritmética, de los dos
ultimos valores mencionados en el regateo. Y es una expresion muy
similar a la del término general de la sucesion de Fibonacci. ¢Se
ajusta este modelo a la realidad practica? Veamoslo comparando las
cifras de los tres regateos anteriores con las de este modelo al que

nos referiremos como el modelo promedio del regateo:
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Regateo 1 Regateo 2 Regateo 3 |
Realidad p’:’l‘j;‘:é?o Realidad p':g"’g:é‘,’o Realidad p’:f)‘:;':é?o

45 45 80.000 80.000 350 350
20 | 20 40.000 40.000 300 | 300 ;

| 35 ' 32,5 60.000 60,000 280 275
25 26,2 45000 50.000 230 237,5 |

30 | 29,3 50.000 52.500 260 256

250 247

El parecido es asombroso. Por tanto, y al menos en el contexto de

establecimientos comerciales turisticos, el modelo promedio del

regateo puede darse por bueno. La cuestion ahora es determinar

hacia qué valor tienden los regateos efectuados siguiendo este

modelo. Dicho de otro modo, ¢a qué valor final cabe esperar que se

aproximen los regateos realizados en lugares de caracteristicas

similares a los anteriores? Veamos qué ocurre tomando los valores

iniciales de los tres regateos precedentes:

45
20
325
26,25
29,375
27,813
28,594
28,203
28,398
28,301
28,35

28,325

80000
40000
60000
50000
55000
52500
53750
53125
534375
53281,3
533594
53320,3

92

350
200
275
2375
256,25
246,88
251,56
249,22
250,39
249.8
250,1

24995
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¢Qué tienen que ver esos numeros con los pares de valores iniciales
del regateo (45, 20), (80.000, 40.000) y (350, 200)? Si se observan

los graficos correspondientes, se aprecia su semejanza de forma:

e |
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Un estudio del término general de este modelo muestra claramente
lo que ocurre. El limite X al que converge la sucesion de valores de
la sucesion de regateo determinada por los dos valores iniciales del

vendedor (xo y del comprador (x1) es:

93 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

1-x+2-x
B 3

El calculo de X con los valores iniciales correspondientes a los tres

regateos anteriores muestra hacia donde tiende la situacion:

Valor acordado | Limite x
Regateo 1 | 30 28,333
Regateo 2 o 56.000 53.333 ¢
Regateo 3 i 250 7 _J -72'_}-0

Obsérvese que en los tres casos el quinto término se acerca ya tanto
al limite que no tiene demasiado sentido ir mas alla en el regateo.
Quiza por eso los regateos no se extienden mas alla de cuatro o
cinco valores. He aqui otro aspecto real y practico que valida el
modelo matematico expuesto. Tal y como se ha dicho, los regateos
mencionados no se efectuaron siguiendo esas pautas. Sin embargo,
el modelo se ajusta tanto a la realidad que no cabe sino admirar esa
capacidad humana de sopesar intuitivamente datos numeéricos en

busca de un equilibrio.

§. El abaco

El primer registro de datos numeéricos y la primera calculadora de
mano de la historia fueron las manos del hombre. Esto significa
que, en términos contemporaneos, las manos fueron el primer
software de la historia. Con los dedos de la mano contamos hasta 5.

Con los dedos de las dos, hasta 10. Aprovechando los dedos de los
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pies podemos llegar hasta 20. Pero usando las falanges como
unidades y los dedos como potencias de 10, puede contarse hasta
diez mil millones. Es una posibilidad que nadie usa por su
impracticabilidad.

Mas alla del recuento, las manos se han utilizado en diversas
culturas para calcular, sobre todo multiplicaciones. Una practica
extendida por Asia y Europa es la multiplicacion digital. Para
multiplicar 6 por 8 con los dedos se procede de la manera siguiente:
se abren los dedos de una mano hasta contar 6 unidades, por lo
que después de la quinta cerraremos un dedo. Esta mano quedara
con 1 dedo cerrado y 4 abiertos. En la otra contamos hasta 8 de la
misma forma, quedandonos con 3 dedos cerrados y 2 abiertos.
Ahora sumamos los dedos cerrados (1 + 3) para obtener 4, que
seran decenas, y multiplicamos los dedos abiertos (4 X 2), que seran
las unidades. El resultado es 40 + 8 = 48.

Este procedimiento combina el calculo mental de sumas y
productos sencillos con numeros bajos. El problema simplifica las
cosas porque nunca tenemos que sumar o multiplicar numeros
mayores que 5. Digamos que la multiplicacion de numeros menores
o iguales a 10 se reduce a una multiplicacion moédulo 5. Este
sistema se utiliza en contextos cotidianos e incluso académicos
pertenecientes a paises culturalmente relacionados (India,
Indonesia, Irak, Siria y norte de Africa). Sin embargo, no es muy
practico cuando se aplica a numeros grandes. Se pueden desarrollar
ampliaciones de este sistema para multiplicar por cualquier

numero. Sin embargo, que algo sea teorica y practicamente posible
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no quiere decir que sea eficaz o lo suficientemente eficaz como para
practicarlo. Para eso es mejor usar instrumentos de calculo.

Un versiculo del capitulo 27 del Tao te Ching de Lao-Tsé dice que
quien sabe calcular no usa el chou. El chou era un instrumento de
calculo formado por un tablero de madera y una serie de palillos de
bambu. Su uso se remonta a los siglos V y IIl a.C., por lo que
estamos hablando de una de las herramientas de calculo mas
antiguas que se conocen.

El chou consistia en un tablero cuadriculado de 8 x 8 casillas en las
cuales se colocaban bastoncillos de bambu representando los
numeros. En sus origenes, é€stos se representaban con tantos
palillos como unidades correspondia hasta 10, pero luego se adopto
un sistema simplificado en el que bastoncillos transversales
representaban S5 o 10 unidades. Asi, los numeros del 1 al 5 se
representaban con palillos verticales. E1 6, el 7, el 8 y el 9 se hacian
con un palillo horizontal (que representaba al 5) al cual se anadian
debajo tantos palillos verticales como fuese necesario. El 10 era un
palillo horizontal, y las decenas se hacian con mas palillos
horizontales. Pero en 60, 70, 80 y 90, los palillos verticales se
anadian en la parte superior para distinguirlos de 6, 7, 8 y 9. A
partir de ahi, era un problema situar palillos para representar
centenas, millares y potencias de 10 mayores todavia. Los chinos
resolvieron la cuestion con un tablero cuyas lineas de casillas
harian las veces de posiciones de las cifras. Eso daba pie a que una

casilla vacia simbolizase el O.
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Los numeros 6.104 y 84.071 representados en el chou.

Las multiplicaciones se realizaban combinando el calculo mental de

pequenos productos y sumas que se representaban en el tablero.

Igual que en los mercados africanos de los que se ha hablado antes,

su esencia era la descomposicion decimal y el uso implicito de una

propiedad que por entonces todavia no se llamaba distributiva. Para

multiplicar, por ejemplo, 285 por 43 se dejaba entre las lineas de

ambos numeros una linea vacia donde iban situandose los calculos

intermedios. El procedimiento mental era el siguiente:

285 x 43

Etapas | Calculo mental l Resultado Valor posicional
v 4x2 8 8OO0
2 4%8 | 32 , 3.200
3 7 4x5 Bl 2_‘ - 200

i 4 Ix2 . 6 600 .
5 3x8 24 240
6 I 3x5 15 15
97
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Se basaba, por tanto, en la descomposicion de 285 y 43 en

centenas, decenas y unidades:

28543 = (200+ 80+ 5):(40:4 - 3) =
= 40-200 + 40-80 + 40-5 +3-:200 +3-80 + 3:5 =
= 12.255.

El tablero se uso también para resolver ecuaciones y sistemas. Al
chou se le atribuye asimismo el haber inspirado la notacion escrita
de los numeros en barras. Hay quienes ven en €l un antecedente del
abaco inventado mucho tiempo después, hacia el siglo XIV.

Pese a ser un instrumento muy antiguo, sorprende el uso cotidiano
del abaco en todo el mundo, especialmente en paises del Sudeste
Asiatico (Singapur, Tailandia) y de Asia oriental (China, Corea y
Japon). En Japon recibe el nombre de soroban.

El abaco es un rectangulo alargado, generalmente hecho de madera,
con una barra transversal y multitud de varillas verticales en las
que hay ensartadas siete bolitas de madera. Dos de éstas estan
encima de la barra transversal; las otras cinco, debajo de ella. El
numero de varillas puede variar entre ocho y veinte, aunque puede

SEr mayor.
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Teniendo en cuenta que en cada varilla se representan las unidades
desde O hasta 10, y que cada una de ellas corresponde a una
potencia de 10, en un abaco de 20 varillas se pueden representar
numeros tan grandes como 1020 - 1.

No en todos los lugares hay bambu o madera con los que construir
herramientas de calculo como el chou o el abaco. Ya se vio como en
la Sumeria de hace miles de anos se utilizaban calculos de piedra
para representar las cifras y los numeros. En Ameérica, el sistema de
numeracion maya es similar al chino y utilizaba la piedra como
soporte de talla. Ademas, los mayas tenian un simbolo para el cero.
Mucho mas al sur del continente americano encontramos otro
instrumento de calculo insélito muy diferente del chou y del abaco.
Como éstos, era facilmente transportable, no sélo gracias a su
tamano, sino también a su flexibilidad. Aparte del cuerpo humano,
los quipus incas fueron los primeros soportes blandos de registro de

datos numéricos.

§. El quipu
Los quipus son haces de cordeles en los que los incas registraban

sus cuentas. El analisis de los ejemplares que se han conservado
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permite ver como se llevaba un registro de datos numéricos. Un
abaco consta de piezas de madera ensartadas en un liston o
alambre; en el quipu no se ensartan cuentas, sino que se hacen
nudos. Un nudo representa una cifra o un numero segun la

posicion que ocupa en el cordel y depende también del color de éste.

Quipu inca (foto: Claus Abieiter).

Por lo general, los quipus eran de lana o algodon. Para los incas, los
cordeles de cualquier tipo eran muy importantes porque servian
para cuestiones relevantes de su vida como, por ejemplo, construir
puentes y pagar tributos. Se cree que los quipus se utilizaban para
registrar datos de tipo contable relacionados con censos y cosechas,
pero no se han descifrado completamente como para poder despejar
dudas acerca de su significado.

En un quipu, la manera en que estan hechos los nudos, su color y
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su posicion con relacion a otros nudos y cordeles de la pieza son
determinantes. Extendido, un quipu viene a ser una linea de la que
penden toda una serie de cabellos. Peinandola, es decir, separando
cada hilo para poder apreciar con claridad lo que contiene, se
aprecian los nudos, la configuracion de la pieza entera, y puede
aventurarse su significado.

Los incas carecian de escritura, por lo que los quipus son lo mas
parecido a ella que encontramos entre los vestigios de esa cultura.
Es posible que algunos quipus hagan referencia a acontecimientos
historicos y sociales de la vida y que su significado no sea
unicamente matematico.

Un quipu se compone de un cordel principal mas grueso que el
resto y del cual penden toda una serie de cordeles mas finos en los
que se han practicado los nudos. Esos cordeles secundarios pueden
ramificarse a su vez en otros de tercer, cuarto y 6rdenes superiores,
poniendo asi de manifiesto la estructura arborea de la pieza. Su
numero puede ser variable, desde unos pocos hasta centenares o
miles. Entre los cordeles secundarios los hay que parten del
principal en direcciones opuestas. Cuando el quipu se extiende
sobre un plano con su cordel principal situado a modo de eje
horizontal, hay cordeles secundarios apuntando hacia arriba y otros
hacia abajo. La distancia que separa los puntos de conexion de los
cordeles del cordel principal facilita su distincion. Lo mismo vale
para los secundarios y de otros ordenes. También se distinguen por
el color, pues un quipu puede ser monocromo o estar confeccionado

con multitud de colores. Asi como los nudos acostumbran a
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representar cifras, los colores pueden referirse a los contextos
pertenecientes a ellas, como diferenciar productos o grupos de gente
a los que hacen referencia.

La numeracion quipu es decimal y posicional, como la nuestra, y se
expresa por medio de nudos. Marcia Ascher, matematica
estadounidense e investigadora etnomatematica, ha estudiado
multitud de quipus y ha clasificado los nudos en tres tipos: simples,
compuestos o en ocho. El nudo simple es el mas sencillo y lo conoce
todo el mundo. El nudo compuesto es una extension del nudo
simple: si en éste el cordel da una vuelta, en el nudo compuesto da
dos o mas. En el nudo en ocho se dan dos vueltas, pero en sentido
opuesto una de la otra. Aqui deberia incluirse otro tipo de nudo un
tanto especial como es el nudo ausente, pues la ausencia de nudos

se interpreta como un cero.

L Ra

Nudo simple Nudo en ocho

Adaptaremos aqui la simbologia con la que la profesora Ascher
representa dichos nudos: un punto grueso para el nudo simple y
una pequena cruz para el compuesto. Sin embargo, en lugar de la
letra E (inicial del término inglés eight) para el nudo en ocho,
utilizaremos la letra O. En cada cordel los nudos se agrupan a

intervalos. Cada intervalo esta relacionado con la correspondiente
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potencia entera de 10 contada desde su extremo.

Cordel principal I
Zona de
las centenas

Zona de
las decenas

Zona de
las unidades

En los extremos no se emplean nudos simples. En un principio,
podrian usarse nudos compuestos y nudos en ocho, pero no tendria
mucho sentido representar una unidad con un nudo compuesto.
Por eso se hace con un nudo en ocho. Asi que las unidades, que se
ubican en los extremos de los cordeles, se expresan con un nudo en
ocho. Con la nomenclatura adoptada se representan varios numeros
en un quipu imaginario:

El quipu es un instrumento de codificacion y de numeracion
decimal posicional, pero se desconoce si se le daba algin uso como

herramienta de calculo.
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Capitulo 3
Matematicas para los dioses
Contenido:
§. Arquitectura asidtica
§. Arquitectura vernacula del nuevo continente
§. Arquitectura islamica
§. Ofrendas dignas de la divinidad

§. Rosetones divinos

§. Arquitectura asiatica

Durante el milenio de la Edad Media apenas se produjeron avances
en Europa. Solo el Renacimiento italiano y las grandes expediciones
lograron despertar al continente del letargo. Gracias a esos viajes
supimos que fuera de Europa habia muchas otras cosas. Habia
bienes y riquezas, pero también habia algo mas. Habia otros
pueblos y culturas, otras creencias y modos de ver la vida. Habia
hortalizas y vegetales desconocidos con los que se enriqueceria la
alimentacion de los europeos. Habia tejidos, disenos y arquitectura.
Y, por lo tanto, pensamiento matematico.

La arquitectura asiatica de aquella época giraba en torno al
budismo. Mas que una religion, el budismo es una filosofia de la
vida centrada en cuatro aspectos. Primero, la existencia es
sufrimiento; segundo, si sufres es porque deseas algo; tercero, para
no sufrir hay que evitar el deseo; y cuarto, el deseo se elimina
siguiendo el 6ctuple camino de Buda.

El Gran Stupa de Sanchi, en la India, es una construccion religiosa
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budista del siglo I a.C. Los stupas se construian con diversos fines:
originariamente fueron sepulcros, pero mas tarde se destinaron a
albergar reliquias, como huesos o fragmentos del cuerpo de Buda, a
senalar un lugar sagrado o a conmemorar un acontecimiento
importante. Los peregrinos deben recorrer el perimetro del stupa en
el sentido de las agujas del reloj.

La estructura del Gran Stupa es semiesférica, con un diametro de
unos 40 m. Como todos los stupas, esta coronado por un cubo o
dado de casi 6 m de lado que se alza sobre su cima achatada. Por
encima del dado se levanta un cimborrio formado por tres piezas
circulares de piedra, de diametro decreciente, ensambladas en un
eje que pasa por sus centros.

No sabemos como lograron dar forma a ese Gran Stupa los
arquitectos. Una hipoétesis es que trazaron la gran circunferencia de
la base con un largo cordel a modo de radio, pero ¢como obtuvieron
la curvatura semiesférica de la cupula? Hablamos de semiesfera,
pero ¢lo es realmente? En una semiesfera las paredes tocan el suelo
perpendicularmente. No es el caso del stupa. ¢Como dieron forma
cuadrada al dado de la cima? Hacerlo supone tener el conocimiento
para construir angulos rectos. ¢Lo hicieron como los antiguos
egipcios? Por entonces ya se sabia que un triangulo de lados
proporcionales a 3, 4 y 5 poseia un angulo recto. El uso de esta
propiedad para trazar angulos rectos en el suelo es algo corriente en
el mundo de la construccion actual, pues se ha documentado en
lugares tan distantes como Argentina, Espana y Suecia. Otro modo

practico de construir un angulo recto es trazar un triangulo con dos
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lados iguales y unir el vértice que los une con el punto medio de la
base. Este segmento determina la altura del triangulo. Se trata de
un procedimiento similar al expuesto en el capitulo 1 con relacion a
la construccion del angulo recto de las bases de las piramides de

Egipto.

Gran Stupa de Sanchi, en Madhya Pradesh, India (foto: Tom

Maloney).

En cualquier caso, la estructura del stupa fue desarrollandose hacia
versiones mas sofisticadas. El stupa de Bodhnath, en Nepal,
también es semiesférico, pero se asienta sobre una base que

representa un mandala. Los mandalas son representaciones
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geomeétricas y astrologicas basadas en la idea de concentricidad. Su
estructura suele ser circular o cuadrada, y esta formada por
poligonos irregulares concéntricos derivados del cuadrado. Asi es la
base de este stupa, también coronado por un dado.

A diferencia del Gran Stupa de Sanchi, el de Bodhnath culmina con
un cimborrio piramidal escalonado formado por una serie de 13
cuadrados superpuestos de lado decreciente. Cada uno de esos 13

niveles representa una etapa del viaje hacia el nirvana.

Izquierda, vista del stupa de Bodhnath, en Nepal (foto: MAP).

Derecha, esquema de la planta del edificio.

El cimborrio sobre el dado caracteriza los stupas y las dagabas, que

eran monumentos similares. Ya sean circulares, como el de Sanchi,
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piramidales, como el de Bodhnath, o conicos, como el de la dagaba
de Anuradhapura (Sri Lanka), todos son geométricos y de diametro
decreciente hacia al cielo.

Fue quizas ese final puntiagudo el que inspir6 la construccion de
pagodas. En ellas el circulo cede el protagonismo al cuadrado y los
poligonos regulares. De origen nepali, estos templos de varios pisos
se levantaron también en China y Japon. La pagoda de Dayanta, en
Xian (China), es del siglo vil y consta de siete pisos de planta
cuadrada. La de Fogongai, en Yingxian, del siglo xi, tiene también
siete pisos, pero es de planta octogonal.

La arquitectura del templo de Borobudur, en la isla de Java
(Indonesia), responde a tres conceptos. Es a la vez stupa, mandala y
una réplica del monte Meru, el lugar que se supone habitado por los
dioses. Esto hace de €l un templo hinduista y budista a un tiempo.
Terminado en el siglo IX, su forma ciertamente rememora la del
stupa, pues el templo se erige en una sucesion de niveles
conformando una semiesfera. Pero, a diferencia de los stupas, dicha
forma no es fruto de una tuUnica estructura hemisférica, sino
producto de la acumulacion de estructuras menores distribuidas en
terrazas. También es un mandala porque éste es el diseno que
conforman sus 10 terrazas. La primera de ellas todavia permanece
enterrada. Corona los 10 niveles un stupa con forma de campana en

la que se alojaba una estatua de Buda.
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Izquierda: El stupa de stupas en Borobudur, Java. Derecha: planta

del templo.

Ascendiendo esos 10 niveles el peregrino se encamina hacia el
nirvana por medio de un dialogo de circulos y cuadrados que se
desarrolla en el exterior, pues esta montana escultural carece de
interior. El Ginico ritual que puede realizarse es el de circunvalar el
monumento con base cuadrada de unos 100 m de lado.

Los numeros presentes en Borobudur resultan sorprendentes por
su estructura multiplicativa. Para empezar, en lugar de edificar un
gran stupa, pequenos stupas se multiplican a lo largo de los tres
niveles superiores. Lo hacen en circulos ascendentes hacia el stupa
culminante en series de 32, 24 y 16. Cada uno de ellos contiene una
estatua de Buda; ademas de éstas, hay otras 504 imagenes del
fundador del budismo.

Los relieves tallados en las paredes en los niveles se suceden en
series de 120, 128 y 72. En total, hay 2.700 paneles tallados. Si
geométricamente el dialogo se centra en el circulo y el cuadrado,
numeéricamente gira en torno a los numeros 2, 3, Sy 7, ya sea
tomando esos numeros como base o como exponente de una

potencia:
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120 = 23:3'5
128 = 27
72 = 23.32

504 = 23:32.7.

Algunos de estos numeros pueden descomponerse también como

producto de numeros naturales consecutivos:

120 = 4:5-6
72 =89
504 = 7-89.

Ademas del paralelismo, la perpendicularidad, el circulo y el
cuadrado, en Borobudur esta presente la division del circulo en 16,
24 y 32 partes iguales. Inscribiendo un circulo en un cuadrado y
trazando, o bien las diagonales, o bien las mediatices de los lados, el
circulo queda dividido en 4 partes iguales. Las mediatices y las
diagonales dividen el circulo en 8 partes iguales. ¢Fueron éstos los
referentes geométricos para situar los elementos arquitectonicos?
En tal caso, bastaria anadir las bisectrices, aunque sea de forma
aproximada, para conseguir la division en 16 partes y repetir el

mismo proceso para obtener las 32.
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Division del cuadrado y del circulo en 2, 4 y 8 partes iguales.

Dividir el circulo en 24 partes iguales significa ser capaz de dividirlo
en 3 o en un multiplo de 3, como 6 o 12. Existe un modo sencillo de
dividirlo en 12 partes sin utilizar conocimientos de trigonometria.
¢cLo aplicarian los arquitectos del siglo IX que levantaron
Borobudur? Consiste en inscribir el circulo en un cuadrado, lo que
puede hacerse trazando el cuadrado circunscrito al circulo por
medio de cuatro tangentes a €l y perpendiculares entre si. Luego se
dividen los lados del cuadrado en cuatro partes iguales y se traza la
cuadricula a la que da lugar esta division. Por ultimo, se une cada
punto de interseccion de la cuadricula con la circunferencia con su
diametralmente opuesto. El resultado es un circulo dividido en 12
sectores idénticos. A partir de aqui basta con trazar las bisectrices

de cada sector para tener el circulo dividido en 24 partes iguales:
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Una division del circulo en 12 partes iguales.

Sin embargo, este modelo es apropiado en un contexto de papel y
lapiz. Es probable que esos 24 stupas del nivel del templo de
Borobudur se situasen equidistantes entre si midiendo la longitud
de la circunferencia y dividiéndola después en 24 partes, pensando
en la linea y no en el circulo.

El templo de Angkor Wat, en Camboya, que data del siglo Xii,
representa el punto culminante de la cultura Jemer. Se halla unos
kilometros al norte de la ciudad de Siem Reap. Angkor Wat significa
«templo de la capitalr. Por sus dimensiones, es uno de los mayores
templos de todo el mundo. El cuadrado y el rectangulo son sus
patrones edificativos. Originariamente estaba destinado a ser la
tumba del rey Suryavarnam II, asi como al culto al dios hindu
Vishnu, si bien se le atribuye un simbolismo césmico e iconografico
merced a sus dimensiones, orientacion, forma y esculturas.

Si el templo de Angkor ha sobrevivido al paso del tiempo es porque
fue labrado en piedra. A diferencia de €l, otros templos, como las
primeras pagodas, se construyeron con madera y desaparecieron en

la jungla. El recinto rectangular que encierra la construccion
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principal de Angkor Wat es un rectangulo de 341 m de largo por

270 m de ancho.

Planta de Angkor Wat (Camboya,).

Puesto que su primera funcion iba a ser la de monumento
funerario, igual que la inmensa mayoria de ese tipo de

construcciones alrededor del mundo, Angkor Wat se construyo
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mirando hacia el Oeste. El templo ilustra el sistema cosmolégico
hind(, con el monte Meru en el centro de una serie de continentes
concéntricos rodeados por el mar. Si se entra en el templo el 21 de
junio se aprecia como la torre central senala el camino que
recorrera el Sol en el cielo. Precisamente ése es el dia del ano nuevo
segun la astronomia india. La distancia que separa la entrada al
altar central del templo es de 1.728 hat, que es la unidad de medida
jemer, la cantidad correspondiente a los 1.728 anos de la primera
edad dorada del universo, también segun el sistema indio. Por lo
tanto, el templo de Angkor Wat constituye una exhibicion de la
sabiduria jemer de la época. Mas alla del arte de sus relieves
escultoricos, en lo concerniente a las matematicas, representa una
clase magistral en la que se citan el diseno, la simetria, el
paralelismo y la perpendicularidad, el rectangulo y el cuadrado, la
medida y el numero.

El budismo se extendio por Asia desde la India, y a través de China
llegd a Japon en el siglo VI. En este pais ya existia una religion
autoctona basada en los aspectos naturales de la vida y a la que,
para distinguirla del budismo, se le dio el nombre de sintoismo. Un
japonés no tiene que escoger entre ambas, y se puede ser, y la
inmensa mayoria de japoneses lo son, sintoista y budista al mismo
tiempo. Si la primera se ocupa de las cuestiones mas vitales,
practicas y realistas (cosechas, economia, éxito laboral), la segunda
se dedica a los temas mas trascendentales, como, por ejemplo, los
ritos funerarios.

La mayoria de las localidades niponas albergan santuarios

115 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

sintoistas y templos budistas. Por su entrada se distinguen
facilmente unos de otros. El acceso a un santuario sintoista es un
tari, una construccion que consta de dos columnas verticales y dos
travesanos en su parte superior. Tradicionalmente fabricado en
madera, hace de puerta de entrada al santuario y suele estar

pintado de un llamativo color rojo.

Entrada al recinto del santuario sintoista de Fushimi-Inari Taisha, en

Kyoto.

La composicion del tori puede ser mas compleja en sintonia con su
tamano. La imponente estructura del gran tori de entrada al
santuario de Itsukushima-Jinja, en la pequena isla de Itsukushima,
conforma tres planos verticales, uno de los cuales hace las veces de
travesado de los otros dos planos paralelos. Anadiendo al conjunto

el plano horizontal m del mar del que emerge, la estructura integra
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cuatro planos mi, m2, M3 y T cuyas relaciones de paralelismo y
perpendicularidad son:
1, T2, T3 L TT

1 || U3 L T2

Todo ello definido mediante 12 enormes troncos o segmentos de

madera.

Gran tori del santuario de Itsukushima-Jinja.

Para acceder al complejo de santuarios sintoistas de Fushimi-Inari
Taisha, en los alrededores de Kyoto, hay que atravesar mas de mil
toris que se suceden en el sendero de 4 km que recorre la colina. En
algunos tramos apenas unos milimetros los separan. Esta sucesion
de puertas, esto es, de planos, crea un espacio tridimensional, un
prisma de paredes curvas pero paralelas ascendente por la orografia

de la colina. La sucesion termina cuando alcanza su limite: el
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santuario principal.

§. Arquitectura vernacula del nuevo continente

La cultura azteca se desarrollo en Centroamérica entre los siglos [ y
VI. Teotihuacan, su centro ceremonial, fue una ciudad reticulada de
trazado determinado por cuestiones astronomicas, de manera que la
ciudad era modelo del cielo y del movimiento de los astros. La
avenida central conectaba grandes piramides escalonadas en cuyas
cimas se ubicaban templos a los que se accedia por largos tramos
de escaleras y en los que se llevaban a cabo sangrientos sacrificios
humanos.

Las piramides aztecas eran construcciones de base cuadrada y de
cuatro niveles. La mayor y mas antigua tenia unos 213 m de lado y
mas de 60 m de altura, y se situé de tal modo que marcase el eje
por donde se ponia el Sol el dia de su cénit. A excepcion de ésta, en
la que son inclinadas, las caras de los cuatro niveles de las
piramides de Teotihuacan son verticales.

La cultura maya fue contemporanea de la azteca, pero perduro mas.
Como los aztecas, el emplazamiento de los edificios mayas obedecia
a las observaciones astronomicas. Fue la primera cultura americana
que descubrio la técnica abovedada. Sus piramides también eran
escalonadas y llegaron a tener una altura de 70 m. Sin embargo,
sus bases no eran exactamente cuadradas. La piramide conocida
como «el castillor, en Chichon Itza, tiene base cuadrada y nueve
niveles escalonados que terminan en un templo con forma de dado.

Cuatro tramos de escaleras de 91 escalones, un tramo por cara,
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conducen al templo. Curiosamente, 4:91 = 364 son casi los dias que
tiene un ano. Algunos ven en esos escalones un modelo de
calendario.

A su llegada al Peru hacia el ano 1.500 los conquistadores se
encontraron con el imperio de los incas, que por entonces se
extendia a lo largo de toda la cordillera de los Andes. La tecnologia
incaica, quiza porque ésta fue una cultura con intereses mas
practicos que otras, fue la mas avanzada de Mesoameérica.
Elaboraban tejidos, aleaban oro y cobre ya antes del siglo X y
disponian de sistemas de riego y agricultura en terrazas.

En el siglo XIII la capital incaica era Cuzco, ciudad que se hallaba
en el «camino real de las montanas», bordeado de muros a lo largo
de 6.000 km, que conectaba los puntos del imperio y que tanto
asombro a los espanoles. Su mamposteria poligonal de grandes
bloques encajados con precision milimétrica y las formas
rectangulares o circulares de sus edificaciones con ventanas y
puertas trapezoidales constituyen un sello de identificacion cultural
de este pueblo.

La arquitectura incaica no muestra especial predileccion por el
angulo recto. Los marcos de las ventanas y los dinteles de acceso
son trapezoidales. Tampoco la mamposteria de sus muros conforma
una estructura reticular de angulos rectos, mas bien al contrario,
pues se caracteriza por angulos de todo tipo y un encaje de las
piezas tan preciso que se ha convertido en simbolo de identidad
cultural. Sin embargo, esa estructura representa una exposicion

extraordinaria de paralelismo.
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Cada cara de cada piedra se amolda a su vecina de modo perfecto,
como si las dos caras irregulares que poseian se hubiesen limado
por friccion una contra la otra hasta adoptar una forma plana y lisa
de la que soélo resulta visible el segmento o filo de contacto. No las
vemos, pero las caras y aristas de esos grandes sillares son

paralelas, y dicho paralelismo parece fruto de una accion practica.

Muro inca en Cuzco, Peru (foto: Martin St-Amant).

§. Arquitectura islamica

La gran mezquita de Samarra (Irak) fue construida en el siglo IX.
Durante siglos fue la mayor del mundo. Hoy en dia sé6lo quedan
restos del recinto rectangular que la rodeaba, de los muros que la
componian y el impresionante alminar en espiral de 50 m de altura.
El recinto de la mezquita, igual que el de otras de su tiempo, se
disen6 de manera que sus dimensiones estuviesen en la proporcion
3:2. A lo largo de sus muros, y por su parte exterior, se adosan 44
columnas cilindricas a modo de contrafuertes. Las de los lados

tienen base semicircular; las de las cuatro esquinas tienen por base
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tres cuartas partes de circulo.

En esta mezquita encontramos elementos geométricos comunes a
otros templos mencionados, como el rectangulo, la base cuadrada
del alminar, el paralelismo y la perpendicularidad de las columnas
del patio. Pero aqui el circulo y el cuadrado se combinan, dando
lugar a una composicion espiral.

La espiral ya estaba presente como elemento simbodlico en los
stupas (véase la imagen al inicio de este capitulo), pero el alminar de
la mezquita de Samarra es, todo €l, una espiral ascendente hacia el
cielo. Se llega a la cumbre dando siete vueltas al eje de la hélice de
su escalera. La pendiente de la ascension no es constante, siendo la
de la penultima vuelta la mas pronunciada. Tampoco el eje es

cilindrico, sino conico, cerrandose hacia el vértice.

Planta de la mezquita de Samarra (Irak).

Ascender por la escalera helicoidal del alminar de Samarra plantea
un problema. Al carecer de barandillas, subir por la parte exterior
de los peldanos es arriesgado y puede provocar sensacion de vértigo

en algunas personas. La parte interior es mas segura. Pero entonces
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nos damos cuenta de un aspecto curioso de las escaleras de caracol:
a diferencia de las escaleras corrientes, que tienen pendiente
constante se suba por el lado que se suba, las escaleras de caracol
poseen pendiente variable aunque todos sus escalones sean
idénticos. Es debido a que los peldanos son mas amplios en su
parte exterior. En cada escalon se asciende la misma altura
(distancia vertical), pero por la parte exterior se avanza mas
horizontalmente; el cociente entre el ascenso vertical y el horizontal
se hace mas pequeno, por lo que la pendiente es menor. En cambio,
crece la longitud del tramo recorrido. Subiendo por la parte interior
de la escalera de caracol se acorta el recorrido, pero es mas duro;

subir por la parte exterior, lo alarga, pero requiere menos esfuerzo.

§. Ofrendas dignas de la divinidad

Hasta ahora se ha hablado de ideas matematicas relacionadas con
la arquitectura religiosa. A continuacion trataremos una cuestion
muy importante en todas las religiones y que atane directamente a
sus fieles. Los creyentes de todo el mundo se dirigen a su dios o
dioses por medio de plegarias, y en la mayoria de lugares se les
ofrecen bienes, alimentos y obsequios en ofrendas cuyo fin es
aplacar su ira, apaciguar demonios o espiritus malignos o solicitar
buenos augurios en la vida.

Si hay un lugar en el mundo donde practicamente toda la vida gira
en torno a lo religioso, éste es la isla de Bali, en Indonesia. A
diferencia de la creencia islamica dominante en el pais, Bali heredo

la religion hinduista de la India. Mas grandes o mas pequenos,
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incontables templos y altares se hallan por doquier. No hay casa sin
uno y pueden hallarse en lugares santos y posiblemente peligrosos
como cruces de caminos o carreteras.

El dia comienza con el sesagjen. Se trata de un breve ritual, que por
lo general llevan a cabo mujeres tres veces al dia antes de las
comidas. Ademas de las oraciones, se disponen en el suelo, junto a
los templos domeésticos, en las entradas de las casas y en los cruces
de calles, una serie de ofrendas en forma de alimentos preparadas el
dia anterior. Se llaman cana (pronunciese «chana») y consisten en
diminutas porciones de arroz cocido, pizcas de carne, galletitas,
flores, incienso y agua bendecida. A la espera de que los dioses que
habitan todas las cosas se decidan a probar bocado, los pajaritos

dan buena cuenta de este agape.

Dinero y matematicas
Hay una cualidad que deben cumplir los billetes de todos los
paises: su falsificacion tiene que ser muy dificil. Para ello se
han ido incorporando al papel otros materiales metalicos en
los cuales es posible ocultar codigos para su identificacion.
En un billete catari de 1 dinar vemos cadenas de nudos
poligonales enlazandose en nudos con simetria de orden
ocho, una barca de vela que se reproduce en segundo
término proporcionalmente, la simetria presente en los arcos
y en los pilares que los sostienen, en las olas y en los sables
que las soportan y un hexagono irregular de color blanco

obtenido recortando las esquinas de un cuadrado.
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Anverso de 1 dinar catari y moneda de 10 sen de Brunéi.

Por otra parte, las monedas de Brunéi reproducen disenos
espirales propios de los pueblos que viven en las selvas de
Borneo. Lo primero con lo que uno se encuentra al llegar al
extranjero es con las matematicas documentadas en su

dinero.

Una ofrenda para un dios no puede estar hecha de cualquier
manera. Los dioses merecen respeto y éste debe hacerse explicito no
so6lo al comunicarse con ellos, sino también en la manera en que se
les presentan las ofrendas, y también en los recipientes que las
contienen. Por eso los continentes de dichas ofrendas se hacen con
esmero: se usan hojas tiernas de cocotero y bananero a las que se

da forma geométrica y dimensiones determinadas de antemano.
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Cana de un sesajen en Bali, Indonesia.

Las formas de los recipientes pueden ser muy variadas, pero las
mas comunes son las de la fotografia. No son fruto del azar. A diario
se ven mujeres de todas las edades doblando y trenzando hojas para
confeccionar esas cajitas y sobres en los que se dispondran las
ofrendas. Al verlas cabe preguntarse como se asegura la autora de
que las cajitas que confecciona son cuadradas y como logra el
angulo del sobre.

No es necesario especular con hipotesis acerca del modo en que se
realizan esas formas geomeétricas; disponemos de informacion
directa de su autora. A continuacion se describe e ilustra con
imagenes el procedimiento de una mujer balinesa para confeccionar
esos recipientes cuadrados.

Primero se cortan hojas tiernas de cocotero en tiras de anchura
similar determinada por sus nervaduras. Tomando como unidad de

medida la distancia entre el extremo del dedo indice y el pulgar se
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hacen en la hoja cuatro marcas consecutivas. A continuacion, se
dobla la hoja de cocotero haciendo coincidir la ultima senal con la
primera. Varias piezas de hoja de bananero ya cortadas con la
misma medida se ensamblan para confeccionar una pieza mayor
que se inserta en el interior del cuadrilatero de hoja de cocotero. La

pieza esta lista para llenarse de ofrendas.

Izquierda: 1. La unidad de medida. Derecha: 2. Varillas de hoja de

cocotero marcadas con cuatro unidades.

Izquierda: 3. Pliegue de la varilla de cocotero. Derecha: 4. La longitud

de la pieza de hoja de bananero es de una unidad.
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Izquierda: 5. Varias piezas de bananero se ensamblan para

confeccionar el fondo del recipiente. Derecha: 6. Una vez ensamblado

el fondo, la pieza esta terminada (fotos: MAP).

La autora sabe que el resultado obtenido es un cuadrado porque asi
lo ve y porque lo ha confeccionado doblando un segmento que tenia
cuatro partes iguales. Esto garantiza la igualdad de los cuatro lados,
pero no la de sus angulos. De hecho, el cuadrilatero doblado es un
rombo. El cuadrado se fija mediante la insercion de la pieza de
bananero. Puesto que ésta tiene la misma longitud que el lado del
cuadrado, lo que se consigue es dar al rombo una altura idéntica al
lado. De ahi que la pieza sea cuadrada. De la infinidad de rombos
(cuadrilateros de lados iguales) posibles, s6lo uno es cuadrado, y es,

ademas, el de area mayor:

{17
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Algunos de los infinitos rombos de lados iguales.

Un analisis matematico euclidiano nos puede llevar a pensar que la
practica no es suficiente para garantizar la conclusion. Desde esta
perspectiva, la mujer pone en practica la aplicacion de un teorema:
Un rombo de altura igual al lado es un cuadrado.

La demostracion es sencilla. La altura determina un triangulo
rectangulo cuyo angulo opuesto sera dicho vértice. Puesto que un
cateto de ese triangulo rectangulo (la altura del rombo) es igual a la
hipotenusa (el lado del rombo), el otro cateto es nulo. La altura y el
lado son paralelos. Luego, los dos lados del vértice son
perpendiculares, como es menester en un cuadrado.

Con mismas varillas mas pequenas debidamente preparadas se
realizan multitud de disenos para incluirlos en las ofrendas.
También son geomeétricos y algunos recuerdan formas florales y se
confeccionan mediante pliegues y giros de idéntica amplitud.

El recipiente cuya confeccion se muestra en las siguientes imagenes
se elabora a partir de una pieza rectangular de hoja de bananero.
Su longitud debe ser aproximadamente el doble de su anchura. Se
marcan su centro y mediatriz y se dobla de tal modo que las
esquinas inferiores se superpongan. Como consecuencia de ello el
perfil superior se dobla en una curva y da lugar al hueco en el que

se pondran las ofrendas.
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Izquierda: Mediatriz marcada en un rectangulo de bananero con
formato 2:1. Centro: Primer pliegue en diagonal del rectangulo.
Derecha: El segundo pliegue diagonal crea el espacio a colmar (fotos:

MAP).

Esto significa que hay que doblar la pieza siguiendo la linea
marcada por las dos diagonales de los cuartos inferiores de los
rectangulos, tal y como se muestra a continuacion. Puesto que el
triangulo rectangulo creado tiene un cateto que es el doble del otro,
el angulo del pliegue sera el doble de la tangente de dicha

proporcion:

| S

=2 arctan (x/y)

- — e e e e e e = — —

Pliegue diagonal de un rectangulo con formato 2:1.

De todos modos, no es ésta la iinica manera de proceder. Segun las

costumbres locales o la habilidad de la persona, los recipientes
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pueden ser muy variados. Tampoco todo lo que se confecciona tiene
que ser recipiente, puede tener un caracter mas ornamental, como
una hélice confeccionada doblando finas fibras vegetales. Las cuatro
fibras trenzadas que conforman la siguiente tienen una anchura de

3 mm.

; ..”‘ : r = ‘?hﬁ
Helicoide trenzada (foto: MAP).

El trenzado gira alrededor del eje. La espiral s6lo se apoya en €l en
sus puntos inicial y final. Los angulos en los vértices de la hélice
son aproximadamente rectos y se han logrado torciendo la fibra

media vuelta antes de fijar el pliegue. Estos se trenzan de la forma
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ilustrada en el siguiente grafico. El angulo a determina el que
forman dos vértices consecutivos, que sera de 180°—a, y el namero

de sectores de cada vuelta de la hélice:

NS
.

94
_

Angulo inicial de la hélice.

Iterando el proceso, la superficie va tomando forma:

Configuracion de la hélice trenzada.

En Japon es tradicion que a las entradas de los santuarios y altares
sintoistas los fieles cuelguen tablillas de madera en las que

expresan sus deseos de buen augurio y la peticion de favores. Lo
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hacen los estudiantes al llegar el periodo de examenes finales para
obtener buenos resultados. Lo hacen las familias y parejas para
tener un buen futuro y los hombres de negocios en busca de éxito.
Durante los siglos XVII y XVIII se produjo en Japon un fenomeno
matematico extraordinario, pues en los altares se colgaban grandes
tablas de madera en las que se proponian problemas matematicos,
generalmente de geometria. Algunos son sencillos; otros, muy
dificiles. Monjes, samurais y otros grupos sociales participaban del
reto que suponia la creacion y resolucion de dichos problemas. Las
tablas con problemas matematicos se llaman sangaku. El mas
antiguo data de 1691 y se halla en el altar de Gion de la ciudad de
Kyoto. El ultimo sangaku es una tabla descubierta en 2005 en el
altar de Ubara de la ciudad de Toyama y data de 1879. Incluye seis
problemas, pero otros sangaku tienen mas de veinte.

Pese a que dichas resoluciones eran mayoritariamente euclidianas,
esa actividad matematica extraacadémica ligada a una
manifestacion cultural pone de relieve la importancia de los
contextos culturales como crisol de creacion y de actividad
matematica. En este sentido, el nucleo de la actividad, es decir, el
planteamiento y las resoluciones ofrecidas tenian un marcado

caracter etnomatematico.

132 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

Tablillas a la entrada del templo Hida Kukubun-Ji, en Takayama.

La inmensa mayoria de los problemas tratan sobre la cuestion de la
inscripcion de figuras geométricas en otras. Por ejemplo, determinar
la relacion entre los radios de tres circulos tangentes entre si
inscritos en otro mayor, hallar las dimensiones de varios cuadrados
inscritos en un triangulo equilatero, inscribir una serie de circulos
en una elipse o una serie de esferas en otra.

En 1781, Sadasuke publicé un libro titulado Matemdaticas al detalle
y ayudo a su hijo Kagen a preparar el primer libro dedicado a los
sangaku. Se publico en 1789 y se tituldo Matemdtica sacra. Un
problema recurrente en los sangaku es el de la tangencia e
inscripcion de circulos en otras figuras. Ya en el libro de Sadasuke
aparecio una version sencilla del asunto consistente en hallar la
distancia que separa los dos puntos de tangencia a una recta de dos

circulos tangentes entre si:
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Aplicando el teorema de Pitagoras a los radios R y r de los dos

circulos y siendo d la distancia buscada, tenemos:

(R-1P+d?=(R-rP=d=2VRr

El interés va mas alla del problema en si y el motivo esta
relacionado con los numeros pitagoricos. Tres numeros enteros se
dice que son pitagoricos si verifican la relacion del teorema de
Pitagoras, es decir, si el cuadrado de uno es la suma de los
cuadrados de los otros dos. Por ejemplo, los trios (3, 4, 5), (6, 8, 10),
(5, 12, 13) y (119, 120, 169) son numeros pitagoricos. Tres numeros
pitagoricos forman un trio pitagoérico primo si los dos menores son
primos entre si. Este es el caso de (3, 4, 5), (5, 12, 13) y (119, 120,
169), pero no el de (6, 8, 10), ya que 6 y 8 son pares.

Otro problema del libro de Sadasuke pide demostrar que se
obtienen trios pitagoricos primos tomando tres numeros (a, b, c) de

manera que p y g no sean ambos impares y que verifiquen:
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a=2pq
b=p2-
c=p>+q.

El valor de a se parece mucho a la solucion del problema geométrico
anterior. Para que sea idéntico basta con que las raices cuadradas
de los radios R y r lo sean también. Supongamos, pues, que los
radios de los circulos son cuadrados de numeros enteros: R=p2y r
= g%. Y supongamos que su diferencia R - r es otro entero s.

Entonces el trio siguiente es pitagorico primo:

2pg =d
pP’-¢>?=R-r
pPP+g=R+r.

Asi, el problema algebraico se hace equivalente a uno geomeétrico. Al
parecer, éste era el método vernaculo japonés para hallar trios de
numeros pitagoricos primos. Por ultimo, en otro problema se pide
construir todos las trios pitagoricos primos para un radio r < 41.

Las soluciones son:

(3, 4, 5), (5, 12, 13), (8, 15, 17), (7, 24, 25)
(12, 35, 37), (20, 21, 29), (9, 40, 41).

Insertando otro circulo entre los dos anteriores se crea un problema

interesante relacionado con un sangaku de 1873 colgado en el altar
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de Katayamahiko, en Okayama. ¢Qué relacion existe entre los
radios de tres circulos tangentes entre si y la recta sobre la que se

apoyan?

: Py

N T NG S

De nuevo, el teorema de Pitagoras conduce a la solucion. Siendo los
radios de los tres circulos r1 > n» > r3, la aplicacion del teorema de
Pitagoras permite determinar su relacion. Para ello destaquemos el

triangulo determinado por sus tres centros y los radios desde éstos

a la base:

Aparecen nuevos triangulos rectangulos en los que puede aplicarse
el teorema de Pitagoras. Siendo di y dz las bases respectivas de los

triangulos rectangulos de hipotenusas rn+ r3 y mn + r3, puede
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afirmarse que:

(r1 + )2 =(rn -m)? (di +da)
(ri + r3f =(rn-r)+ di?

(I‘Q + r3)2.= do>? + (7’2 - 7’3)2

Aislando d: y d> de la segunda y tercera igualdades y sustituyendo

sus valores en la primera se llega a la siguiente expresion:

1 1

1
=—+

He aqui la relacion entre los radios. Esta es una expresion dual del
teorema de Pitagoras cuyo caracter se hace evidente escribiendo las

raices cuadradas como potencias de exponente fraccionario:

71 +=F =73

¢Como hallar los valores de tres radios que verifiquen esta relacion?
¢Existe algun trio de soluciones enteras o racionales? En los
inversos de los cuadrados de los numeros naturales se crean

circulos con esas caracteristicas:

R Y T e el e

1{11111}
n? (9'16’25'36'81"
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He aqui el aspecto del resultado:

§. Rosetones divinos

Los circulos tangentes no han inspirado tnicamente a los monjes y
samurais nipones de los ultimos siglos. También las catedrales
goticas europeas estan llenas de figuras basadas en esa
composicion. Un auténtico alarde geométrico que tiene al circulo
como protagonista y que constituye un icono del cristianismo de la
época. Su elemento de expresion mas imponente es el roseton, pero
también destacan las celosias. Los disenos se caracterizan por la
insercion en un circulo ingente, de varios metros de diametro, de
otros circulos y series de circulos. En la mayoria de casos son
tangentes entre si y al circulo mayor. El roseton de la iglesia de
Santa Maria del Pi, en Barcelona, contiene circulos en los que se
han inscrito cuatro circulos tangentes entre si y tangentes a su vez

al circulo que los contiene.
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Detalle del roseton de la iglesia de Santa Maria del Pi, en Barcelona.

En los rosetones nada es gratuito. Todo tiene una razon de ser y esa
razon de ser es simbolica. La geometria es la base que sostiene las
representaciones simbolicas. Los rosetones y vitrales originales de
las catedrales se han ido restaurando a lo largo de los siglos, pero es
en la catedral de Chartres y Notre Dame de Paris donde las
restauraciones han respetado mas los originales. Lo femenino se
relaciona con el utero, la gestacion y, tradicionalmente, con la
noche, la luna, el pasado y los colores de tonos azulados. En
Chartres, el aspecto femenino esta representado en el roseton de la
fachada norte de la catedral, cuyo centro ocupa la virgen. En
cambio, lo masculino se asocia con la cara sur, los colores de tonos
mas vivos como el amarillo y el rojo, el Sol y el presente. De ahi que
la imagen de Cristo en la gloria se situe en el centro del roseton de

la cara sur.
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La geometria es también la base que sostiene las representaciones
simbolicas de los personajes. La semejanza geométrica, ya sea de
forma o proporcion, refleja e indica una relacion entre los elementos
por ellas relacionados. Nada es caprichoso. Tampoco el hecho de
que un roseton esté dividido en 6, 8, 12, 16 o 24 sectores circulares
o que se desarrolle en una serie de varios circulos concéntricos.

En la ciudad de Sabadell (Barcelona) existe un taller dedicado
exclusivamente al trabajo de vitrales con plomo. Primero se realizan
en papel a escala E1:10 y luego se pasan a tamano real. Antes, el
paso del modelo a la realidad se realizaba a ojo y con pantografo,
pero hoy en dia se usan las nuevas tecnologias. Con un proyector de
figuras opacas se puede reproducir un diseno realizado en papel
sobre una superficie plana a tamano natural.

Para conseguir dar a los vitrales las formas geométricas deseadas
conviene tener en cuenta que hay que dejar siempre un margen de
1, 2 mm entre zonas adyacentes.

En lugar de perfilar las figuras siempre con este margen mediante
una linea paralela trazada a esa distancia, lo que se hace es utilizar
una tijera de triple filo que recorta un margen de este grosor de

forma automatica.

-
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La tijera de triple filo produce una viruta de amplitud constante de 1,

2 mm.

Las dos piezas de recorte se ajustan con el margen deseado de 1, 2

mm.

El transporte de curvas también se automatiza mediante una
herramienta llamada flexicurva. Se trata de una pieza de goma
flexible con un anima de metal. Cuando se le da forma, ésta se
conserva. Este instrumento facilita la transformacion de arcos
circulares de figuras en el espacio a segmentos de la misma longitud

en el plano.

\;

La flexicurva conserva la forma que se le da.

Otro problema geométrico al que se enfrenta el artesano del vitral es
la reproduccion de curvas proporcionales. Esta cuestion se resuelve
mediante el compas, tal como muestran las imagenes de la pagina

siguiente. La proporcionalidad queda garantizada siempre que la
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perpendicular a ambas curvas las corte, determinando un segmento

de la misma longitud.

Izquierda: El compas senala la distancia entre dos puntos homologos
de curvas similares. Derecha: El compas senala la equidistancia entre

otros dos puntos de curvas similares.

El compas recorre los perfiles de dos curvas equidistantes (fotos:

MAP).

Esto plantea el siguiente problema: dos curvas paralelas, ¢son
proporcionales? Dos curvas proporcionales, ¢son paralelas?

En el caso de curvas poligonales, existe equivalente, puesto que
toda curva poligonal es parte del perimetro de un poligono y los
poligonos semejantes tienen los lados paralelos. Lo mismo vale para

arcos circulares. En estos casos la imagen visual que tenemos de
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curvas paralelas se corresponde con la idea de curvas
proporcionales. Sin embargo, si las cosas se llevan a extremos un
poco exagerados, podemos observar que la idea intuitiva de
paralelismo no se corresponde con la de proporcionalidad. Por
ejemplo, las dos curvas siguientes son paralelas en el sentido de que
la perpendicular en cada punto de una lo es a la otra y determina
siempre entre ambas un segmento de la misma longitud, lo que
significa amplitud constante. Pero la relacion entre ambas no es la
de copia ampliada o reducida, como es propio en la

proporcionalidad.

La curva paralela a una curva dada no conserva los angulos.

El cambio de caracter entre una curva o perfil de un poligono y su
paralela a una distancia determina se observa claramente en la
figura siguiente. Existen dos trayectorias o curvas paralelas a la
esquina de un rectangulo, una exterior y otra interior. En la paralela
exterior la esquina desaparece, mientras que en la interior se crea

un bucle:
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[rayectoria

' paralela exterior

Paralelas interior y exterior a la esquina de un rectangulo.

El problema se lleva un paso adelante en una celosia de la iglesia de
Sant Félix, en la ciudad de Sabadell, donde en cada uno de los
cuatro circulos interiores se han inscrito otros tantos. Esto

representa una recurrencia de la cuestion.

Detalle del roseton de la iglesia de Sant Félix, en Sabadell, Barcelona

(foto: MAP).

Se aprecia un circulo en el que se inscriben cuatro circulos menores
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tangentes entre si y cuyos centros determinan un cuadrado. En
cada uno de esos cuatro circulos se inscriben otros tantos siguiendo
la misma pauta. Continuando con la misma pauta indefinidamente
obtendriamos una serie de circulos cuya cantidad C(n) se obtendria

sumando potencias de 4:

Cn)=1+4+42+443+ .. +4n= (471 -1)/3

Pero a los artesanos no les interesaba tanto esto como la relacion
entre los radios de los circulos. Si R es el radio del circulo mayor, el

radio r de cada uno de los cuatro circulos en €l inscritos es:

2R=2r+2n2 = r=R/(1 +V2)

Este problema esta relacionado con uno del ultimo sangaku hallado
hasta la fecha (en la ciudad de Toyama en 2005) y del que hemos
hablado anteriormente. El problema consiste en determinar las
relaciones entre los radios de un anillo de ocho circulos iguales de
radio r inscrito en otro circulo mayor de radio R. Una generalizacion
de la cuestion es preguntarse por dicha relacion cuando, en vez de
cuatro u ocho, sean n los circulos que formen el anillo inscrito en el
circulo mayor. Un analisis trigonomeétrico de la cuestion conduce a

la solucion:
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Como se ha visto, la presencia de arquitecturas extraeuropeas
durante la Edad Media pone de manifiesto la existencia de
pensamiento matematico fuera de Europa durante ese periodo.
Puesto que dichas arquitecturas, como la europea, se basan en el
dialogo del circulo y el cuadrado, no existiria arquitectura religiosa
alguna sin esas dos figuras geométricas fundamentales. Al igual que
las piramides de Egipto y los zigurates babilonios, los templos,
mausoleos y lugares de culto de todo el mundo se han construido
en base a esas dos figuras geométricas. Su construccion conlleva
implicitas las ideas de paralelismo y perpendicularidad.

La ampliacion dimensional de esas figuras lleva a diferentes
versiones tridimensionales. Por una parte, las semiesferas de los
stupas budistas de la India y Nepal, que culminan con un «dado»
(cubo). Por otra, las piramides escalonadas de la Ameérica
precolombina. Las mezquitas islamicas de Oriente Medio dieron una
dimension mas al circulo como curva para transformarlo en hélice,
es decir, espiral ascendente hacia el cielo.

El modo en que se expresan las creencias de una cultura es un
aspecto fundamental. Por medio de la arquitectura se hace tangible
la relacion del hombre con sus dioses. En esa arquitectura es en la
que intervienen las matematicas. En ciertas culturas las

matematicas determinan también la expresion directa de los fieles,
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sean de la clase que sean. En Bali las mujeres confeccionan a diario
recipientes y envoltorios geométricos en los que depositan las
ofrendas a los dioses. Al hacerlo ponen en practica ideas
matematicas aprendidas de sus madres. Un conocimiento que se
transmite de generacion en generacion y que no esta vinculado al
ambito académico formal y escolar.

Si se quiere respetar a los dioses no van a hacerse las cosas al
tuntun. Los templos y las ofrendas tienen que estar bien hechos y
ser, de algun modo, perfectos. Por lo visto hasta ahora se diria que
todas las culturas relacionan la perfeccion con la geometria. Las
ideas matematicas propias y necesarias para tal fin que cada

cultura ha desarrollado son Etnomatematicas.
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Capitulo 4
Lo bello, si geométrico, mas hermoso

Contenido:

§. Ir de geométrico

§. Variaciones sobre un tema: la simetria
. Los kolam indios
Urdimbres
. Pelotas de takro

Bolas temari

@ @ @ > @

Servilletas y papiroflexia

No es verdad que la geometria acreciente la belleza de las cosas. Lo
que este titulo pretende destacar es el valor que en todas las
culturas se ha dado a las cosas bien hechas, y que si éstas han
merecido tal calificativo ha sido, en muchas ocasiones, gracias al
rigor con el que se han realizado. Y el rigor de la forma acostumbra
a estar estrechamente relacionado con la geometria. Este es el
sentido en el que Ernst Gombrich habla del arte en su obra El

sentido del orden con relacion a las artes decorativas.

§. Ir de geométrico

Los aeropuertos de todo el mundo se han convertido en pocos anos
en auténticos centros comerciales. La oferta es amplisima: kioscos,
farmacias, bares, restaurantes, relojerias, tiendas de ropa, de
regalos, de electronica... Cualquier producto esta a disposicion de

los pasajeros mientras esperan la salida de sus vuelos o se mueven
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de una terminal a otra.

Pero la oferta puede ser de otro tipo: existen aeropuertos como el de
Changi, en Singapur, que ofrecen a los usuarios pasatiempos
culturales gratuitos. Una de esas ofertas la han podido disfrutar los
pasajeros que estos ultimos anos han hecho escala en esta isla-
estado del Sudeste Asiatico. En uno de los vestibulos habia varios
paneles con una exposicion titulada Go Geometric. Por una parte, se
destacaba la relacion entre cultura y geometria; por otra, se invitaba
al espectador a realizar actividades en las que podia crear y recrear
algunos de los patrones geométricos expuestos y que estan
presentes en la arquitectura y en la artesania de diferentes culturas

asiaticas.

Go Geometric en el aeropuerto Changi, Singapur (foto: MAP).

Una actividad consistia en imprimir en un papel un sello con un
diseno simbodlico especial. El nudo eterno es uno de los emblemas de
Buda. Se trata de una figura lineal que puede recorrerse por
completo de un tiron. Dicha propiedad topologica inspira su

nombre. Suele usarse como motivo ornamental de diversos objetos,
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como la version simple que decora el perfil del plato que aparece en

la siguiente imagen:

\

Make an Impressionn:
Lears: Mmore about tHe meanings of oo
syrnibods found In Asian culturas, Then, d
souvenir hy making yaur cwn «m

imprints at this fun Activity station.

La actividad del nudo eterno de Buda del aeropuerto de Changi e

impresion en papel del nudo (fotos: MAP).

¢Qué hace eterno al nudo? Evidentemente, el caracter ciclico de la
linea que lo define. Si se recorre la linea partiendo de uno
cualquiera de sus puntos, volveremos al punto de origen tras haber
pasado por todos los restantes. La linea del nudo es continua y
cerrada. Todo depende de la configuracion de la reticula subyacente

y del modo en que se teje el nudo en ella.
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Dos figuras son topologicamente equivalentes si la deformacion
continua de una (sin cortes) da lugar a la otra y no cambia el
numero de agujeros. Asi, un anillo y el marco de un cuadro son
iguales topologicamente. Lo mismo ocurre con el nudo eterno

impreso en la imagen anterior y el diseno siguiente.

Topologia
La topologia es una rama de las matematicas que estudia las
formas sin atender a sus medidas, ya sean de longitud,

angulos, superficies o volumenes.

Un cilindro y un anillo son topolégicamente iguales.

Desde la perspectiva topologica, todas las cosas son blandas
y deformables. Si mediante una deformacion continua, esto
es, que no los rasgue ni estropee, dos objetos se pueden
transformar en la misma forma, son topologicamente
equivalentes. Por ejemplo, todos los poligonos son
topologicamente iguales y equivalentes al circulo, lo mismo

puede decirse de los poliedros y la esfera. También son
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topologicamente iguales una camiseta y un folio con cuatro
agujeros. El numero de agujeros es un indicador topologico.
Un anillo es topologicamente equivalente a una taza, ya que
posee el mismo numero de agujeros. No asi un vaso, que no
tiene ninguno. En cambio, una cuchara y un tenedor son

iguales por carecer de agujeros.

Ademas, ambos comparten simetria de giro de orden 2 (180°):

El itinerario ciclico con simetria de giro de orden 2 se concreta
mediante los tres veértices de la cuadricula en cada lado del

cuadrado. Lo mismo ocurre si hay sélo uno:

152 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

Si el namero de vértices de la cuadricula en cada lado es par, se

obtiene otro tipo de ciclo. Uno con simetria de giro de orden 4 (90°):

A excepcion del caso de un Unico vértice sobre el lado, varios ciclos
de este tipo (con simetria de giro de orden 4) se crean con cualquier
numero, par o impar, de vértices encima del lado. Dos, en el caso de

una cuadricula de 4 X 4 celdas, y 3, enunade 7 X 7:
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Cuando el numero de vértices de la cuadricula sobre el lado es par

%

(la cuadricula tiene un numero impar de celdas), no existe un ciclo

que pase por todos los vértices y sea del tipo original:

N

Luego para crear un nudo eterno del estilo original que recorra

todos los vértices de la cuadricula es necesario que haya un numero

impar de vértices de la cuadricula en cada lado del cuadrado. O, lo
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que es equivalente, que ésta tenga un numero par de celdas:
Teorema 1: Si la cuadricula consta de un numero par de celdas, el
nudo es eterno y del tipo original con simetria de giro de orden 2
(180°).

Teorema 2: Sea cual sea el niumero n? de celdas de la cuadricula,
con n=2kon=2k+ 1, pueden crearse k ciclos con simetria de

giro de orden 4.

Antes hemos visto que en una cuadricula de 49 celdas, n=7 = 2:3 +
1, se crean 3 ciclos con simetria de orden 4. En una de 16, 16 =

(2:2)2, se crean dos.

§. Variaciones sobre un tema: la simetria

Los disenos de base geométrica son universales. Muy raros son los
pueblos que no han creado disenos geomeétricos para usarlos
sistematicamente como emblemas, simbolos o0 patrones
ornamentales. Asi ha sido desde los tiempos mas remotos. Tan
remotos como el petroglifo geométrico de la cueva de Biombos
(Sudafrica) o la cueva pintada de las islas Canarias (Espana). Mas
formales son, aunque anteriores a nuestra era, los del antiguo
Egipto, la Grecia clasica y el mundo bizantino. Ya en nuestra era, el
mundo romano utilizo patrones geométricos en los mosaicos,
alcanzando su maximo esplendor en la Venecia previa al
Renacimiento. De aquella época es un diseno romano-bizantino,
puramente geométrico, en el que se aprecia un patron de

recurrencia de naturaleza fractal.
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Diseno romano-bizantino (hacia 700 d.C.).

Un cuadrado se ha dividido en 16 celdas. La diagonal divide cada
celda en dos triangulos rectangulos isosceles. Uno de ellos se ha
coloreado de gris, mientras que el otro se ha dividido en otros cuatro
triangulos semejantes al anterior. Uno de ellos se ha coloreado de
gris claro, y los tres restantes se han vuelto a dividir en otros cuatro
triangulos rectangulos isosceles. A continuacion cada uno de estos
tres triangulos se veria rodeado por otros tres, con lo que se
crearian 3-3-16 = 9-16=144 triangulos nuevos. A partir de aqui el
proceso podria continuar indefinidamente. En cada etapa nueva el
numero de triangulos de la etapa anterior se multiplica por tres.

Comenzando por los triangulos amarillos:
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Etapa Triangules nuevos Total triangulos

1 16 16 .
i I .

2 3-16=48 54

3 3¢-16=144 208

g 37-16=432 640

5 3%-16=1.296 1.936

IL N 16-3% (N> 2) 24.-(3M1. 1)

Se trata de un diseno que posee simetria especular del tipo cm
determinada por los ejes de simetria paralelos determinados por las
diagonales ascendentes de cada celda.

Pero hay una cultura que ha llevado el diseno geomeétrico hasta
cotas extraordinarias, tanto que se diria que sobre el diseno
geomeétrico ya esta todo hecho. Es la cultura islamica. La exhibicion
de disenos y mosaicos arabes se extiende desde Marruecos hasta la
India, y desde Espana hasta Zanzibar (Tanzania). El elogio de la
simetria que representa la ornamentacion arabe se ha hecho
corriente no so6lo en mezquitas, palacios y medersas, sino también
en hoteles, aeropuertos y aviones. Las raices de los disenos

islamicos se hallan en los disenos arabes anteriores al ano mil.
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Diseno arabe (hacia 1.200 d.C.)

Miquel Alberti

Este diseno arabe consiste en la repeticion de una figura hexagonal

con simetria de giro de 60°. Su desarrollo produce una teselacion o

embaldosado de todo el plano. La base es una reticula de triangulos

equilateros, que se combinan para crear la figura fundamental o

leitmotiv del diseno.

Y AT

._y"

oo
YA LT
: PRY AL, " A
\ o

YARAY, FS

Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

Unos y otros destacan por el uso de reticulas triangulares en lugar
de rectangulares, lo que hace que los angulos de 60° y 120° sean
caracteristicos de esta ornamentacion. El angulo recto, aunque
presente, ya no es preponderante. En el contexto islamico se
sofistica la geometria con la aparicion de lineas dobles a modo de
cintas que se entrelazan, dando lugar a nudos. El diseno es
bidimensional, pero juega con la percepcion del espectador, creando
un efecto de tres dimensiones. Los triangulos equilateros de la
reticula se combinan para crear un sinfin de formas compuestas en
las que destacan las estrellas de seis y doce puntas, como éstas de

la Alhambra de Granada:

Disenio nazari de la Alhambra de Granada (Espana, siglo IX).

Simetria y mundos imposibles
Sabemos que muchas de las calles por las que andamos a
diario son rectilineas y paralelas. Pero no nos sorprendemos
cuando vemos sus extremos converger hacia un punto de
confusion, alla a lo lejos, en el horizonte. Nuestra vision y la
trayectoria rectilinea de la luz reflejada en las cosas hace que

las veamos de menor tamano cuanto mas lejos estan de
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nosotros. La simetria y la tecnologia pueden combinarse para
crear mundos imposibles, aunque con parte de realismo.
Basta tomar una fotografia cualquiera, aplicarle una
reflexion vertical u horizontal y adosarla al original. La
imagen doble muestra dos calles paralelas, una simétrica de

la otra.

Una calle de Kanazawa (Japén) y su simétrica.

Desgraciadamente, muy poco se sabe de como se realizaron los
mosaicos de la Alhambra ni de como se trazaron poligonos regulares
de nueve lados de los que Gauss demostro su imposibilidad de
perfecta construccion, con regla y compas, en el siglo XVIII. Con
relacion al modo en que se elaboraron todos esos disenos, no

podemos sino especular e intuir procedimientos. Sin embargo,
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veremos a continuacion que existen todavia culturas cuyos disenos

se realizan a diario con las mismas técnicas de antano.

§. Los kolam indios

Cada manana las mujeres del sur de India, especialmente en los
estados de Tamil Nadu y de Kerala, llevan a cabo un ritual a las
puertas de sus casas que consiste en dibujar a mano y en el suelo
una serie de figuras. Los trazos se hacen con polvo de arroz o con
tiza y las figuras finales deben ser blancas o estar coloreadas de
vivos colores. Se llaman kolam y pueden ser desde pequenas y
sencillas representaciones florales hasta enormes y complejos
disenos geomeétricos.

Los kolam son un arte, pero no tan so6lo arte. Las lineas y figuras
que los componen suelen tomar como referente una estructura
reticular de puntos marcada previamente en el suelo. Dicha
estructura actla como reticula del disefio que se va a trazar. Este,
ademas, se compone de figuras menores, generalmente simétricas,
que se repiten siguiendo un patron especifico determinado también
por la forma de la reticula de puntos. En la fotografia siguiente se
aprecia un kolam con dos ejes de simetria perpendiculares basado

en una reticula de puntos octogonal.
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Realizacion de un kolam en Chennai, Tamil Nadu, India.

Que los kolam los hagan las mujeres no es por causa de reglas
establecidas, sino consecuencia de la costumbre y de que la tarea la
asumieron ellas, como otra de tantas del ambito doméstico. Los
kolam no estan prohibidos para los hombres y puede haber algunos
que los hagan simplemente por el placer que ello supone.

Un caso extraordinario en el que la ejecucion del kolam corresponde
por norma a un hombre es el de un ritual especial dedicado a la
diosa madre Bhagavathi, en Kerala. Este ritual, llamado Bhagavathi
sevai, solo puede llevarlo a cabo el sacerdote, que es un hombre, y
es quien debe, por tanto, trazar el kolam; éste en concreto recibe el
nombre de padman (loto).

Fundamentalmente hay dos tipos de kolam. Unos son como los de
la imagen de la pagina anterior, que estan formados por figuras
bidimensionales que rellenan los espacios creados por la reticula de

puntos. Otros consisten en una o varias lineas continuas que
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recorren todos los puntos de la reticula, enlazandolos en una o en
diversas figuras.

Todos los kolam comienzan situando en el suelo una reticula de
puntos. Su distribucion depende del espacio disponible, y la
configuracion puede haberse practicado antes en el papel, sobre
todo si se trata de figuras muy complejas o de grandes dimensiones.
El trazo de las lineas sorteando los puntos debe hacerse con
seguridad. No conviene cometer errores que obliguen a la correccion
del kolam. Las figuras no reciben un titulo especifico, sino que para
referirse a ellas se les senala con los términos de formas similares,
como, por ejemplo, estrellas, lotos, cocoteros, carro del templo, etc.
Las lineas de enlace vienen a ser ochos o infinitos ampliados hasta

niveles tan ricos como éste:

Kolam compuesto de elementos menores de trazo tinico (foto: Kamini

Dandapani).

163 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

El simil con el simbolo infinito no es gratuito, pues en esa region las
lineas continuas de este tipo son simbolos del incesante ciclo de la
vida: nacimiento, fertilidad y muerte.

Estudiando detenidamente las curvas laterales del kolam anterior
veremos qué determina que puedan hacerse de un solo trazo. Las
cuatro figuras laterales son rectangulares y se basan en sendas
reticulas de puntos 2 X 7. Un uUnico trazo recorre toda la reticula,

rodeando sus puntos. Lo mismo puede hacerse con reticulas 2 X 3 y
2 X S:

Pero no asi con una reticula 2 x 4. En este caso se necesitan dos
recorridos, siendo ambos simétricos vertical y horizontalmente el

uno del otro:
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La posibilidad o imposibilidad de recorrer esas reticulas de un solo
trazo esta determinada por la naturaleza impar o par de su numero
de columnas. En efecto, numerando las columnas de izquierda a
derecha, las series de columnas por las que pasa la curva en cada
uno de los recorridos de las reticulas 2x3, 2X5 y 2X7 son,
respectivamente: {1, 2, 3}, {1, 2, 4, 5} y {1, 2, 4, 6, 7}. Este tipo de
patron no es posible si el numero de columnas es par.

Dada una reticula de puntos de dos filas Ay By de N columnas
(con N impar: N = 2-k+ 1), el patron que hay que seguir para el

trazado de la curva que los conecta a todos de un solo trazo es:

N=2k+ 1:
k par: {A(1), B(2), A(4), B(6), ..., A(2'k), B(N)};
k impar: {A(1), B(2), A4), B(6), ..., A(2-k), A(N)}.

Algunos kolam constan de una sola curva, siguiendo el ideal de
nudo eterno mencionado al inicio de este capitulo, pero la mayoria

estan hechos de varias, como el siguiente:
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Kolam de tres trazos (foto: Kamini Dandapani).

Este kolam se compone de tres curvas. Dos de ellas son idénticas,
siendo la relacion entre ambas de un giro de 90°. Cada una de estas
dos posee simetria de giro de 180°. En cambio, la tercera curva
forma una figura con simetria de giro de 90°. La reticula del diseno
es doble. Consta de 25 puntos distribuidos en dos cuadrados de 3 X

3y 4 X4, el primero dentro del segundo:
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Kolam (foto: Kamtni Dandapani).

La realizacion de kolams en el sur de la India se remonta a varios
siglos. Sus origenes podrian estar relacionados con figuras muy
similares que se hacen en Africa Central. Si se evidencia en ellos
pensamiento matematico se debe, mas que por la simetria final de
las figuras, por el rigor metodologico con el que se elaboran. En este
contexto, las mujeres son portadores de una tradicion centenaria y
de un conocimiento matematico que manifiestan a diario delante de
sus casas. El modo de trazar los kolam se transmite de madres a
hijas y éstas lo desarrollan y amplian hasta limites que los

matematicos de todo el mundo no dejan de admirar.

§. Urdimbres

El undécimo capitulo del Tao te Ching (atribuido a Lao-Tsé) senala
que es de su vacio de donde procede la utilidad de las ruedas,
vasijas y ventanas. Ciertamente, encerrar pequenas porciones del

espacio infinito que nos rodea ha sido una tarea a la que se ha
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dedicado el hombre desde la prehistoria. Pero el problema de limitar
el espacio remite a uno previo, pues hace falta crear un marco que
lo encierre: la rueda precisa de la circunferencia; la vasija, de la
superficie esférica; una ventana, de la pared plana en la que se abre
un vacio.

A lo largo del tiempo se han creado espacios planos y curvos con
infinidad de materiales y técnicas. Quizas el trenzado de fibras
vegetales para crear superficies y volumenes sea una de las
actividades mas universales. Entrelazando varias lineas, como son
los fragmentos de una rama, se construyen esteras, paredes y
tejados. Esto son superficies, pero con esos mismos elementos el
hombre ha sido capaz de tejer volumenes como son los cestos, las
jaulas de grillos y de gallos o las pelotas de takro, el voleibol del
Sudeste Asiatico que se juega con los pies.

La creatividad y habilidad de los artesanos de todo el mundo en la
elaboracion de piezas de cesteria ha merecido elogios desde ambas
perspectivas, la tecnologica y la artistica. Se trata de una actividad
en la que se ponen en practica muchas ideas matematicas. Paulus
Gerdes, investigador etnomatematico de Mozambique, ha estudiado
los patrones y formas derivados de esta labor artesanal. Entre los
problemas geométricos vinculados a la cesteria destaca el siguiente:
una fibra debe rodear otra de idéntica amplitud; ¢cual es el angulo
de pliegue al que da lugar? La respuesta, 60°, se obtiene mediante
un calculo trigonométrico. En la practica, este angulo se obtiene

doblando la cinta como muestra la figura:
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Creatividad geométrica ornamental en cesteria (foto: MAP).

§. Pelotas de takro

Las pelotas de takro se tejen en todo el Sudeste Asiatico con cintas
de ratan, una cana de palmera que también se usa para fabricar
muebles. Se parece al mimbre, pero a diferencia de éste, no es
redondeada, sino plana. A pesar de ser flexible, es muy dura y no se
rompe facilmente aunque se la golpee con los pies, como es el caso

del juego del takro.
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Pelota de takro y su autor (Foto: MAP).

Quien la construyo no realizé6 ningun esquema, diseno o calculo.
Observando el proceso de elaboracion cuesta creer que pueda llegar
a hacerse una esfera tan bien hecha sin matematicas. Pero las
matematicas no solo son verbales o escritas, sino que también
existen tacitamente en la mente de quienes las piensan.

En matematicas, una esfera esta formada por aquellos puntos que
se encuentran a idéntica distancia de otro llamado centro. Pero este
modelo no se ajusta al modo en que se tejio esta pelota de takro. El
artesano siguié un método preciso y eficaz para lograr una pelota
perfecta si despreciamos las imperfecciones propias que la realidad
impone, tanto desde la perspectiva de la realizacion del trabajo
como de las caracteristicas del material utilizado. Su esencia no se
compone de un centro y un radio, sino que esta hecha en base a un
poliedro y a su curvatura constante. El trabajo empieza
entrelazando cinco cintas de ratan formando un pentagono lo mas

regular posible. Después, seleccionando algunos de sus extremos el
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artesano introduce otra cinta en el proceso. Uno de sus extremos ya
ha sido anudado en una circunferencia que determinara el diametro
de la pelota.

Siguiendo el rastro de las cintas, las caras pentagonales aparecen,
en un principio, como vacios de la urdimbre. Seran colmados con
los extremos restantes de cada cinta a medida que el trabajo
avanza. Esencialmente, el objeto es similar al que resulta de
recortar los vértices de un icosaedro, que son piramides de base
pentagonal. Cortandolos a media altura creamos en €l 20 orificios
pentagonales que, al ser tapados por una cara, dan lugar a un
poliedro semirregular. Su nombre es icosaedro truncado. Este
cuerpo geomeétrico es lo que el artesano teje realmente, un icosaedro
truncado de 60 vértices, 90 aristas y 32 caras, de las cuales 20 son
hexagonales y 12, pentagonales. Del esfuerzo del ratan por recobrar
su tirantez es de donde la pelota adquiere la constante curvatura.
Las intersecciones triples de los seis haces de fibras resultantes,
cada haz procedente de una de las fibras utilizadas, determinan las

20 caras hexagonales de la pelota:

6!
(g>=3!-(6—3)!=20
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§. Bolas temara

Las bolas temari japonesas tienen su origen en China. Al principio
se hacian de piel de ciervo y eran de uso restringido a los senores de
la corte. Con ellas se practicaban deportes de entretenimiento.
Cuando las damas de la corte comenzaron a tejer las bolas con hilos
de seda adoptaron un nuevo papel como elemento decorativo. Se
hacian concursos para elegir la bola temari mas elaborada con
relacion a los patrones y colores con los que se confeccionaban.

Este es un arte cuya antigiiedad se remonta al afio 1.000 y que
pasaba de madres a hijas, de generacion en generacion. Con el
tiempo se hizo mas y mas popular, y se desarrollaron nuevas
técnicas de confeccion. Sin embargo, la aparicion de las pelotas de
goma hizo declinar su interés durante un largo periodo. Hoy en dia,
este arte tradicional se ha revalorizado y sofisticado hasta el punto
de que se han formado asociaciones en Japon en torno a las bolas

temari.
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Bolas teman japonesas (foto: MAP).

El nucleo de una bola temari es otra bola de porespan o plastico.
Conviene que ésta sea blanda para que se puedan clavar en ella los
alfileres. Los disenos del tejido, la mayoria geométricos, son
extraordinariamente rigurosos en la ejecucion y confieren a la pieza
un aspecto final caracteristico.

Una de las herramientas que se considera muy util en la confeccion
de bolas temari es una regla bifida en forma de «V» cuya abertura es
de 72°. De hecho, se trata de dos reglas unidas por sus extremos.
La necesidad de esta herramienta es que gran parte de las temari se
hacen en base a una teselacion de la esfera inspirada en el
dodecaedro. Esto significa trabajar con pentagonos regulares y con
un sistema de cinco ejes radiales. Dividiendo los 360° de un giro
completo entre cinco partes se obtienen los 72° de esa regla.

Una de las primeras tareas que se ha de llevar a cabo en la

confeccion de una temari es la de dividir su superficie en ocho
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partes iguales. Hacerlo supone poner en practica una diferencia
fundamental entre el plano y una superficie curva como es la esfera.
En el plano, la suma de los angulos de un triangulo es siempre de
180°. En la esfera, y esa division de la superficie de la temari se
hace asi, la suma de los angulos de un triangulo puede ser de 270°.
El procedimiento es el siguiente. Primero se marca un punto
cualquiera sobre la bola con un alfiler. Partiendo de ese punto se
rodea la bola con una cinta, de manera que la vuelta pase también
por el alfiler. Se senala el punto en la cinta y ésta se corta por la
marca, con lo cual tendra por longitud el perimetro de la bola.
Ahora se dobla la cinta haciendo coincidir ambos extremos y se
marca el pliegue. La accion se repite en cada una de las dos
mitades. De este modo la cinta presenta marcas correspondientes a
su cuarta parte, a la mitad y a sus tres cuartas partes.

Ahora se engancha la cinta en el alfiler de la pelota y se rodea ésta
con ella. Clavamos un nuevo alfiler en el punto medio. El anterior
sera el polo norte, y éste, el polo sur. Dando la vuelta a la bola y
situando la cinta en posicion perpendicular al eje de los polos
marcamos con alfileres los puntos medios. Tendremos asi seis
alfileres clavados en la bola que seran los vértices de seis triangulos
esféricos equilateros. Sin embargo, los angulos de esos triangulos
esféricos no seran de 60°, sino de 90°. En una superficie como la
esfera, los triangulos equilateros tienen angulos rectos. Los tres ejes
(circulos maximos) perpendiculares que esos seis alfileres
determinan sobre la esfera dividen su superficie en ocho partes

iguales.
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Esos ejes pueden ser la base de un sencillo diseno con hilos de
colores. Marcando mas meridianos o paralelos a partir de ellos
lograremos dividir la esfera en mas husos como los de la bola temari
situada a la izquierda en la fotografia de la paginas anteriores. Su
diseno enfatiza el ecuador de la bola, mientras que desde sus polos
parten meridianos de tal modo que crean 24 husos (12 de cada
color) de 15° cada uno. Las otras dos bolas de la imagen poseen la
estructura pentagonal del dodecaedro.

No sélo el dodecaedro, sino que cualquier solido platonico vale como

base de una bola temari.

§. Musica de gamelan
Las orquestas de gamelan son autoctonas de Java y Balr (Indonesia)
y se componen de una serie de uno o dos grandes gongs, un par de

tambores, al menos cuatro pares de platillos, un par de grupos de
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gongs pequenos, de entre 8 y 14 unidades cada uno, y de flautas. La
seccion mas caracteristica del gamelan son sus xil6fonos metalicos
de diferentes dimensiones, cuyo numero de piezas varia entre 7y 12

y que se percuten con martillos especiales.

Las composiciones se dividen en secciones de marcado caracter
ciclico, que siguen patrones basados en las potencias de 2 y constan
de 2, 4, 8, 16 o 32 tiempos. Eso determina también la velocidad de
ejecucion. Las ornamentaciones melodicas se ejecutan 4 u 8 veces
mas rapido que la parte meloddica, y ésta, a su vez, lo hace 2, 4 u 8
veces mas deprisa que las versiones melodicas mas simplificadas.
La duplicacion favorece la conservacion del ritmo, otorgando a la

musica su caracteristica dinamica.

§. Servilletas y papiroflexia
Hay un estilo de plegar las servilletas de papel comun a todos los

restaurantes del archipiélago mas grande del mundo: Indonesia. De
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los servilleteros de cualquier warung indonesio uno puede sacar
una servilleta plegada de un modo particular, pero en todos, desde
el oeste de Sumatra hasta el este de Papua, las camareras saben

como plegar una servilleta al estilo indonesio.

Despliegue de una servilleta en tres establecimientos distintos.

Consiste en doblar la servilleta cuadrada de tal modo que los

pliegues dividan en tres partes iguales el angulo recto de uno de sus
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vértices. De esta manera se crea un cuadrilatero simétrico con un

angulo recto, otro de 30° y dos angulos mas de 120°.

A
&
N s

Servilleta plegada al estilo indonesio.

Durante mucho tiempo crei que el referente necesario para hacer un
buen plegado tendria que ser el que habria tomado yo y que
consistia en acercar un vértice de la servilleta al punto medio de

uno de sus lados adyacentes:
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Pliegue de la servilleta llevando un vértice lateral sobre la mediatriz

manteniendo fijo el vértice inferior

Eso da lugar a un triangulo rectangulo con un cateto cuya longitud
es la mitad que la hipotenusa y, por tanto, con un angulo de 30°.
Cuando tuve la oportunidad de ver como algunas camareras
realizaban esa tarea no pude sino confirmar ese modelo, pues
evidentemente dirigian un vértice del papel hacia el punto medio del
lado opuesto de la servilleta.

Sin embargo, estaba equivocado. Interpelando a quienes realizaban
la tarea supe que el referente que tomaban era geométrico, pero no
consistia en el mismo que yo habia vaticinado y observado, sino que
consistia en buscar doblar el papel de tal modo que el lado marcase
la tercera parte del angulo del vértice. En lugar de dirigir el vértice
hacia el punto medio del lado opuesto, lo que hacian era dirigir el
lado hacia la mitad de la parte sin doblar de la servilleta. Es decir,
buscaban la bisectriz del resto del pliegue. Una resolucion
visualmente indistinguible de la mia y que sélo la interpelacion a las
autoras habia conseguido desvelar.

La idea matematica subyacente al proceso es que 3 = 1 + 2.
Llamando R al angulo correspondiente al resto del pliegue A

efectuado, tenemos que:

90° = R+ 2-A.

Y puesto que lo que se quiere es que el angulo doblado coincida con
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el angulo del resto, el resultado es la triseccion del angulo recto de

la esquina de la servilleta:

90°=R +2-4
= 90°=3-4 (4=30°
A=R

Una proyeccion matematica consiste en atribuir matematicas a
fenomenos cuya realidad no tiene por qué ser matematica o que,
aun siéndolo, no se ajusta a las matematicas que se le atribuyen.
Nada nos impide proyectar matematicas, pero hacerlo en lo que
piensa o hace alguien conlleva peligros que hay que evitar, no sea
que por medio de nuestra proyeccion declaremos como
matematicamente incompetente a alguien que no sé6lo no lo es, sino
que quiza sea incluso mas competente que quienes proyectan en

otros su propio conocimiento.
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Capitulo 5
Etnomatematicas en la vida cotidiana: Logica popular
Contenido:
§. Los dayak (Borneo)
§. Un recuento exhaustivo (Indonesia)
. Los kiowa (Estados Unidos)
. Relaciones de parentesco
. El sistema de parentesco de los warlpirt (Australia) .
. Apuestas equitativas
. Daddu (Indonesia y Malasia)
. Bola adil (Nusa Lembongan)
. Un juego kpelle
. Habitar la geometria
. Tecnologia y pensamiento matemadatico

. Reparto de hiladas en la construccion

W W W W W W W W W W W

. Nuevas funciones, nuevos grdficos

§. Los dayak (Borneo)

Alfred Russel Wallace fue un naturalista britanico que, a mediados
del siglo XIX, recorrio el archipiélago malayo. Coetaneo de Charles
Darwin, estudio la flora y la fauna de las Islas de la Sonda, y
elaboré una teoria de la evolucion muy similar a la de Darwin. Su
obra Viaje al archipiélago malayo es a la vez un informe de
investigacion y un documento antropologico sobre la vida y
costumbres de algunas tribus y pueblos de la zona. Los encuentros

con nativos relatados por el naturalista nos dan a conocer algunos
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aspectos de la forma de pensar de aquéllos.

Wallace menciona un encuentro con miembros de las tribus dayak
del interior de la isla de Borneo. Por aquel entonces, la caza de
cabezas era una costumbre muy extendida entre las tribus del
Sudeste Asiatico, pero esto no impedia la existencia de confianza y
honestidad entre los miembros de las tribus. Una practica bastante
habitual todavia hoy en el Sudeste Asiatico, especialmente en
Malasia, Tailandia e Indonesia, es que los nativos respondan
afirmativamente a cuestiones de las que desconocen las respuestas.
Wallace senala lo dificil que resulta conseguir de los dayak
informacion precisa u opiniones personales. Segun ellos, el motivo
era que si le dijesen lo que no sabian, jpodrian incurrir en una
mentira! El quid de la cuestion esta en si se sabe o no que se conoce

o se desconoce algo:

— e e R
l Respuesta Reflexidn Si hablase ... !
} - — | -
: o _ :
S6é gue la sé dirizz 1a verdad !
Z’ So T T I ‘
| o Aba o .
' No sé que la sé podriz mentir i
i Pregunta ' - |
Sé que no la sé I ...dirla la verdad
| No la sé =
! No sé que no la sé podria menti
| OV NESEVTNEEGN S . U U—

§. Un recuento exhaustivo (Indonesia)

Wallace dedica un capitulo entero a explicar como el raja de
Lombok, una de las islas del archipiélago de la Sonda, realizé un
censo de su poblacion. Desde la perspectiva matematica, un censo

consiste en establecer una correspondencia 1-1 entre los numeros
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naturales y los habitantes de una localidad o region. Es decir,
contarlos. Llevar este problema a la practica real no es nada facil. El
raja queria saber exactamente cuantos subditos tenia bajo su
dominio. Y no queria saberlo estadisticamente, sino tenerlos
contabilizados uno por uno. La importancia y precision de la
cuestion estaba relacionada con los impuestos, que se calculaban
por persona. Nadie iba a quedar libre de pagar y, en tal caso, el raja
deberia saberlo.

Lo que hizo el raja fue buscar un modo en que la gente se contase a
si misma y de que el recuento fuese verdaderamente exhaustivo.
Para ello se valio del contexto cultural, y en €l hay una observacion
fundamental: no podia ordenar a la gente de cada casa o familia que
se contasen. jEl censo debia llevarse a cabo sin que la gente supiese
que se trataba de un censo y, menos aun, cual era el motivo por el
que se hacia! Solo asi los datos obtenidos serian fiables.

El raja convoco a todos los jefes, sacerdotes y principes y les hizo
saber que el gran espiritu del volcan se le habia aparecido en
suenos. Deberian ordenar abrir caminos en la montana para que
pudiese ascender a escuchar lo que el gran espiritu iba a decirle. Asi
se hizo y el raja acudié al encuentro en la cima de la montana
mientras toda una procesion de dignatarios le esperaba abajo. Al
cabo de tres dias, el raja volvio y convocoé de nuevo a los jefes y
sacerdotes para informarles de lo que le habia dicho el espiritu.
Segun el gran espiritu, terribles plagas y enfermedades amenazaban
a toda la poblacion de la isla. Solo siguiendo sus instrucciones

podrian sobrevivir a ellas. Las ordenes del gran espiritu eran que
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deberian hacer doce krises sagrados (punales de hoja ondulada
tipicos en todo el Sudeste Asiatico). Para ello, cada pueblo de cada
distrito enviaria un haz de agujas de plata con una aguja por cada
persona de la localidad. Cuando la plaga o la enfermedad
apareciesen en un pueblo, uno de los doce krises seria enviado alli,
y si cada casa de ese pueblo hubiese enviado el monto correcto de
agujas, la plaga o enfermedad cesaria de inmediato; pero en caso de
que la cantidad fuese inexacta, el punal sagrado no tendria poder
alguno. Asi se hizo. Y cuando algun desastre ocurria en un pueblo
se enviaba uno de los krises para eliminarlo. Si la desgracia
desaparecia, era virtud del punal sagrado. Si la desgracia
continuaba, era por culpa de un erroneo recuento de las agujas.

No hay duda de que si el recuento fue exhaustivo fue gracias a la
manipulacion religiosa y mitologica llevada a la practica por medio
de amenazas indirectas. Por ultimo, la logica que atribuye la culpa
al inocente. Si las cosas van bien es gracias a la divinidad; si van
mal, la culpa es del hombre. En este caso, culpable de un incorrecto

recuento.

§. Los kiowa (Estados Unidos)

Los indios norteamericanos fueron conocidos en todo el mundo a
raiz de las peliculas del Oeste, los famosos western. La cultura del
hombre blanco le hace verse como amo del territorio que habita y
por encima de la naturaleza, que transforma a su antojo. El mundo
y el universo estan, de algin modo, a su servicio, y deben responder

a sus deseos. Las culturas indias ven las cosas de un modo
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completamente diferente. La perspectiva india es que el hombre
pertenece al mundo y al territorio, y su relacion con la naturaleza
debe basarse en un principio de equilibrio. Animales, accidentes
orograficos, rios y lagos, todo tiene una esencia vital que hay que
respetar. Los elementos naturales son sagrados y merecen el mayor
respeto.
¢Significa esto que la logica del hombre blanco y la indigena son
distintas? Es posible que asi sea en algunos aspectos, pero la
dualidad de enfoques filosoficos no implica necesariamente un
cambio de logica. El siguiente texto es una adaptacion de un cuento
kiowa acerca de un personaje peculiar, al que llamaremos S, cuya
caracteristica es el engano:

S se topé con un desconocido X. Este le dijo a S:

—No te conozco. Pero he oido hablar de ti. Eres el que

engana a todo el mundo.

—Si, lo soy. Pero he dejado mi medicina en casa Yy no

puedo enganarte.

—c2Y qué? Si eres el que engana, podras hacerlo sin tu

medicina.

—No, no puedo sin ella. Si la tuviese, te enganaria. Si

quieres, préstame tu caballo para ir a buscarla y regresaré

para enganarte.

—Te lo prestaré. Pero debes volver con tu medicina.

S montdé el caballo de X y, cuando se alejaba, le golped

sigilosamente para que se detuviese. Se dirigié de nuevo a

X:
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—Este caballo no quiere andar. sSerd que me tiene miedo?
Préstame tu sombrero.

X le presto el sombrero, pero el caballo volvié a plantarse.
Entonces S dijo a X:

—Este caballo me teme. Déjame tu abrigo.

Como volvié a suceder lo mismo, S le pidi6 la manta, y
luego, el latigo.

Mientras se alejaba, S se volvié para decirle a X:

—Ya tengo todas tus cosas. Ya te he enganado. No preciso

ninguna medicina.

El cuento es una leccion de logica. Algunas expresiones pueden ser
analizadas desde la perspectiva formal. Comencemos definiendo lo
que entendemos por una persona que engana. Si mentirosa es
aquella persona que nunca dice la verdad, la que engana a veces
dice la verdad y a veces no. S dice la verdad cuando reconoce ser el
que engana a todo el mundo, pero miente al afirmar que precisa de
una medicina para hacerlo y que se la ha dejado en casa.

¢Contradice esto lo que S dice a continuacion, que sin medicina no

puede enganar? Esta es una implicacion logica:
p: sin medicina = g: no puedo enganar.
Elaborando la tabla de verdad de esa implicacion logica vemos que

es siempre cierta a excepcion del caso en que la premisa sea cierta

(1) y la conclusion falsa (0):
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X, el interlocutor de S, parece darse cuenta de ello al replicarle que
si es el que engana no necesita ninguna medicina para hacerlo, lo
que significa que la implicacion expresada por S es falsa. He aqui la
clave del cuento y de su logica. Sin embargo, S insiste en que no
puede enganar sin medicina. La ingenuidad de X al creerle da pie a

los siguientes acontecimientos del relato.

§. Relaciones de parentesco

La simetria no solo se manifiesta o percibe en el campo visual,;
también esta implicita en la coexistencia de los miembros de una
comunidad, y especialmente en las relaciones de parentesco, ya sea
éste consanguineo o politico. La igualdad de sus miembros no se
entiende sin una simetria en la relacion. La ausencia de simetria en
la relacion entre padres e hijos determina la desigualdad social
entre unos y otros. Si A es padre o madre de B, entonces B no es
padre o madre de A. No ocurre lo mismo entre hermanos. Si X es
hermano o hermana de Y, entonces Y es hermano o hermana de X.
Los hermanos se hallan en el mismo estrato generacional y

merecen, por parte de sus progenitores y de nuestra sociedad, o al
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menos se presupone, un trato de igualdad, tanto en el terreno
afectivo (aprecio, apoyo, cobijo, alimento) como en el social y politico
(educacion, derechos y responsabilidades legales).

En las matematicas académicas del mundo occidental se estudian
las relaciones porque con ellas se definen clases. Los elementos de
una clase se caracterizan precisamente por compartir rasgos
comunes, entendiendo por éstos los determinados en la relacion.
Pongamos por caso la relacion definida mediante la expresion «es
mas viejo quer». Decimos que un sujeto A esta relacionado con otro B
y lo escribimos A ~ B si «A es mas viejo que B». ¢:Qué propiedades
verifica esta relacion? Para empezar, ¢esta un sujeto A relacionado

consigo mismo? Es decir:

A~ A?

No, puesto que es falso que una persona sea mas vieja que ella
misma. La relacion no es reflexiva. Si un sujeto A esta relacionado

con otro B, ¢desta B relacionado con A? Esto es:

¢A~B= B~ A?

Tampoco, puesto que si «A es mas viejo que B», no puede ser que «B
es mas viejo que A». Por tanto, la relacion tampoco es simétrica. Y si
un sujeto A esta relacionado con otro By éste lo esta con otro C,
¢qué puede decirse de la relacion entre el primero y el tercero?,

cestan relacionados? Es decir:
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A~ByB~C=A~C?

Ahora la respuesta es afirmativa, porque si A es mas viejo que B y
«Blo es mas que O, es verdad que «A es mas viejo que Cr. Eso hace
que la relacion sea transitiva. Podemos concluir que la relacion «ser
mas viejo que» no es reflexiva ni simétrica, pero si transitiva.

Un ejemplo de relacion reflexiva, simétrica y transitiva es la de
«tener la misma edad». Evidentemente, es reflexiva, puesto que uno
tiene la edad de uno mismo. Es simétrica, porque si A tiene la
misma edad que B, entonces B tiene la misma que A. También es
transitiva: si A tiene la edad de By éste o ésta la de C, entonces A
tiene la misma edad que C.

La mayoria de las relaciones que verifican esas tres propiedades
(reflexiva, simétrica y transitiva) son relaciones de igualdad. Por eso,
los sujetos o elementos que estan relacionados mediante una
relacion asi se unen en lo que se llaman clases de equivalencia.

En un principio puede parecer extrano hablar de clases de
equivalencia, pero se trata de algo que hace todo el mundo a diario
en su vida cotidiana, s6lo que no utiliza el lenguaje técnico, sino el
corriente. Cuando decimos manzana, estamos hablando de un tipo
de fruta, pero nos referimos a ella como una clase de equivalencia
dentro de las frutas. Si especificamos manzana reineta, estamos
haciendo una clase de equivalencia dentro de las manzanas. Ser
manzana y ser reineta son relaciones de equivalencia en el conjunto

de las frutas y de las manzanas, respectivamente.
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cExisten relaciones de equivalencia en el ambito del parentesco? La
tabla siguiente muestra las propiedades que verifican las relaciones
de parentesco por consanguinidad y por cuestion politica
(sombreadas). No se tiene en cuenta el sexo. En este sentido, ser

hermano o hermana se toma como una misma relacion.

-Pa‘rcntcsm ; Reflexiva 1 Simétrica 4’{{._3n§itiiya |

| Ser padre de | No No No

Ser hij\,; de f No NG No

Ser hermano de | No Si Si
i :Dfut;—l!t‘I’J de—— ............ N? | No No |

Ser nieto de No NO No t
[ Sertiode | No No No

Ser sobrinc de No l No N No

Ser primo de No ! Si No

Ser esposo ge No Si ‘ No

Ser suegro de No No No

Ser nuera/yerno de No No | No

Ser cufado de No | T No

Puesto que ninguna relacion verifica las tres propiedades, ninguna
de ellas es una relacion de equivalencia. La que mas cerca esta de
serlo es la de «ser hermano de»; es simétrica y transitiva, pero no
reflexiva.

En nuestra cultura el modelo geométrico de parentesco
fundamental es el arbol genealégico. En €l se representan las

relaciones generacionales de consanguinidad y matrimonio. En el

190 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

siguiente arbol se indican los matrimonios mediante conexiones

horizontales:

L4l BARE

'

El eje del sistema de parentesco consanguineo es la linea

generacional marcada por las relaciones de abuelos, padres, hijos y
nietos que configuran la linea vertical del sistema. Las relaciones
consanguineas de cada nivel generacional, es decir, presentes en las
lineas horizontales del diagrama, son las de hermanos y primos. Las
politicas son las de esposos y cunados.

La composicion de las relaciones de consanguinidad y politicas crea
otras relaciones de tipo transversal que constituyen las diagonales
del arbol generacional. Son las relaciones de tios y sobrinos, suegros
y yernos y nueras.

Al margen del sexo, nuestro sistema es dual en el sentido de que las
relaciones que no son simétricas (la mayoria) poseen un término con
el que se complementan. Esto no es necesario con los hermanos ni
con los primos en el caso consanguineo, ni con los esposos o
cunados en el politico. Si A es hermano, primo, esposo o cunado de
B, entonces B es hermano, primo, esposo o cunado de A. No ocurre

asi en las relaciones antisimétricas:
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Abuelo — Nieto
Padre — Hijo
Suegro — Nuera, yerno

Tio — Sobrino.

El arbol genealogico constituye un modelo geométrico de la relacion
de parentesco tal y como se entiende en Occidente. También puede
realizarse un modelo algebraico. La tabla siguiente responde a esa
idea. Elaboramos un primer modelo algebraico de las relaciones de
descendencia por consanguinidad (excluyendo hermanos, tios,
primos y sobrinos) correspondiente a cinco generaciones (abuelos,
padres, nosotros, hijos y nietos) en una tabla. Las cifras representan
sujetos de distintas, pero sucesivas, generaciones. E1 O corresponde
al origen, a la generacion de la persona lectora que interpreta la
tabla. Las cifras negativas senalan generaciones anteriores a ella (-
1: padres;-2: abuelos), mientras que las positivas son generaciones
siguientes (1: hijos; 2: nietos).

Asi las cosas, supongamos que el lector se sitia en la generacion O.
Entonces, la operacion (—1)*(1) significa «abuelo de mi nieto», que
soy yo, es decir, 0. Obedeciendo este argumento se completa la

tabla:

192 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

x | 21 ] o i 2
1

2 | =4 =] =2 | = 0
-__-}_, I

1 -3 -2 -1 0 1
0 -2 = 0 | 2 !
1 1 0 1 2 3 |
l 2 | 0 1 2 3 a |

Se observa que la operacion * definida en esta tabla se corresponde
con la suma de las cifras que hay en ella.
La composicion de relaciones consigo mismas, representada con el
simbolo (°), puede dar lugar a otras o bien conservarse. Por ejemplo,
el padre del padre es el abuelo:
Padre ° padre = Abuelo.
Hijo ° hijo = Nieto.

Hermano ° hermano = Hermano.

§. El sistema de parentesco de los warlpiri (Australia)

Los warlpiri son un pueblo nativo del Territorio del Norte, en
Australia, con un sistema de parentesco bastante complejo. Su
sistema determina el modo en que se comportan, relacionan y
organizan social y politicamente. También determina la organizacion
y desarrollo de sus rituales. Al igual que otros pueblos del mundo,
para los warlpiri todo aquello que existe esta conectado y forma
parte de un sistema de vida establecido por sus antepasados
mitologicos que ordenaron el mundo e hicieron en €l las montanas y

los rios, la flora y la fauna y les dieron nombre. Sus antepasados
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dictaron también lo que seria sagrado y los ritos y ceremonias que
debian realizar.

El sistema de parentesco de los warlpiri esta basado en ocho
secciones y gobernado por una serie de reglas. Toda persona
warlpiri pertenece a una de ellas. Los hijos de un matrimonio
estaran en una seccion distinta a la de sus padres, y ésta depende
de la de la madre. Representando con las cifras 1, 2, 8 las diferentes
secciones, la hija una mujer de la seccion 4 esta en la seccion 2; la
hija de ésta, en la seccion 3, y la de ésta ultima, en la 1. Del mismo
modo se establecen las relaciones en las secciones 5, 6, 7 y 8. Hay,
por tanto, dos ciclos matrilineales de orden cuatro: {1, 4, 2,3}y {5, 7,

6, 8} que no se solapan:

'
.
n

- 5 .. t
IL—’T?‘-——'I

Ciclos matrilineales en el sistema de parentesco warlpiri, en

Australia.
Otra norma es que no puede haber matrimonios dentro de una

misma seccion. En el siguiente modelo geométrico del sistema, los

matrimonios se representan con lineas discontinuas:
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-
.

RS o

T A
2 -

>
Matrimonios en el sistema de parentesco warlpiri.

Puesto que las secciones masculinas se derivan de las femeninas, si
un hombre de la seccion 1 se casa con una mujer de la seccion 5,
su hijo pertenecera a la seccion 7. Entonces, éste se casa con una
mujer de 3 y su hijo estara en la seccion 1. Por lo tanto, hemos
regresado a la misma seccion. Los ciclos patrilineales son cuatro y

tienen orden dos: {1, 7}, {2, 8}, {3, 6} y {4, 5):

LT 1)

| Lt 1§

Ciclos patrilineales en el sistema de parentesco waripiri.

Tenemos pues dos ciclos matrilineales de orden cuatro, y cuatro
ciclos patrilineales de orden dos que recorren las ocho secciones del

sistema. La complejidad del sistema no termina aqui: las ocho
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secciones pueden agruparse de modos distintos para formar
conjuntos con relacion a los cuales se determinan cuestiones
sociales relevantes. Por ejemplo, las agrupaciones que rigen los
derechos hereditarios son diferentes de las de los matrimonios
legales o de las asociaciones para acometer alguna tarea.

Una descripcion matematica formal y occidental de este sistema
diria que no es otra cosa que una aplicacion practica de lo que en
teoria de grupos se conoce como grupo de isometria de orden ocho.
[lustremos esa idea viendo como las isometrias de un cuadrado
constituyen un grupo de isometria de orden ocho.

Una isometria es una transformacion que no cambia ni la forma ni
el tamano de las cosas. En el plano las isometrias son tres:
traslaciones, giros y reflexiones (simetrias). Una traslacion
simplemente cambia una figura de un sitio a otro. Un giro la hace
girar en torno a un punto llamado centro. Una reflexion consiste en
reflejar una figura con relacion a un segmento o espejo. En los tres
casos, las dimensiones de la figura son idénticas. ¢Cuales de estas
transformaciones pueden aplicarse a un cuadrado de manera que

su aspecto sea idéntico al original?

La geometria en la medida del tiempo y el espacio
[ilegible...] en segundos, minutos, horas dias, semanas
meses y anos, y los multiplos y divisores de esas unidades.
No nace mucho también las distancias se median con el
tiempo necesario para recorrerlas. Algunos navegantes

construian artilugios para medir unidades de tiempo mas
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cortas que el dia, una manana o una tarde. Uno de ellos era
un coco vacio seccionado en el que se habia practicado un
pequeno orificio en la parte inferior. Haciéndolo flotar en un
barreno con agua ésta penetraba poco a poco en la cavidad
hasta colmarla y sumergirla por completo. El proceso duraba
aproximadamente una hora.

Otro sistema todavia perdura; se trata del reloj de arena. En
su version ideal los granos de arena caerian de uno en uno a
través de la estrechez que separa. Son dos conos de cristal.
Eso invitaria a pensar el tiempo como una magnitud discreta
y computable grano a grano. Sin embargo, tenemos una
percepcion continua del tiempo mas acorde con el giro de un
radio alrededor del centro de su circulo. La medida del
tiempo esta intimamente ligada con el circulo y con su
division angular sexagesimal. Es un sistema heredado de las
culturas mesopotamicas, usado también en la orientacion

espacial.

El menor giro que deja un cuadrado invariable es el de 90°. Este es
un giro de orden cuatro porque si se repite cuatro veces devuelve
cualquier figura a su posicion inicial. Si lo representamos con la
letra I (identidad), los cuatro giros son: G41, G42, G43 y G44= I El
cuadrado también permanece invariable bajo una de las siguientes
reflexiones o simetrias especulares con relacion a un espejo: (a)
vertical; (b) horizontal; (c) diagonal ascendente; y (d) diagonal

descendente. Observemos ahora que cada una de esas reflexiones es
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de orden dos, ya que si se aplican dos veces consecutivas volvemos
al punto de partida. Llamando S a estas simetrias especulares,
tenemos: Su, Sv, Sp1 y Sp2. Puesto que todas ellas son de orden dos,
la composicion de cada una consigo misma proporciona la situacion

inicial I:

Se°Sy =1, Sv°Sv = I, Spi:°Sp; = 1y Sp2°Sp2= L

No so6lo no son infinitas, sino que no escapan del sistema de orden
ocho. He aqui la sintonia entre el sistema de parentesco warlpiri y el
grupo de isometria mencionado. Los dos ciclos matrilineales de
orden cuatro se corresponden también con sendos giros de orden
cuatro. Por su parte, los cuatro ciclos patrilineales de orden dos
equivalen a las cuatro simetrias especulares también de orden dos.

Puede que los warlpiri no sean conscientes de que su sistema de
parentesco se corresponde con lo que en las matematicas
occidentales se denomina grupo de isometria de orden ocho. Sin
embargo, ellos se han creado uno y viven y se relacionan de acuerdo
con €l. Asi conciben y han organizado sus relaciones sociales,
politicas, religiosas y de parentesco. Desde una perspectiva realista,
su sistema no es una aplicacion practica de la matematica
occidental. Ellos existian y tuvieron un sistema isométrico mucho
antes de que en occidente ciertas relaciones se clasificasen de este
modo. Su sistema no solo esta ligado a su cultura, sino que la

define.
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§. Apuestas equitativas

Los juegos de apuestas son comunes a todas las culturas y
constituyen un modo de relacion social. Se apuesta sobre uno de los
multiples resultados posibles de un fenémeno cuyo desarrollo, al
menos en parte, esta sometido al azar, es decir, a la incertidumbre
de no saber de antemano qué va a pasar realmente. Es lo que
sucede en las carreras de caballos, en los juegos de dados y en
incontables juegos de apuestas, Por el mero hecho de tomar parte
en el juego, un participante se declara conocedor de sus limites y
reglas y acepta, ademas, su caracter azaroso. De hecho, sin margen
para el azar el juego no existiria realmente. Las grandes sumas se
logran precisamente cuando se apuesta a un resultado poco posible,
ya sea en un sentido probabilistico y matematico del término o en
un sentido social del mismo (nadie o casi nadie opta por esa
posibilidad).

¢Se entiende el azar del mismo modo en todas partes? Esta es una
cuestion de dificil respuesta. En algunas culturas el azar puede
estar en manos de los dioses y constituir, de hecho, su modo de
expresion. Los adeptos consultaran oraculos lanzando unas piedras,
unos huesos o interpretando el aspecto de las entranas de un
animal. En otras, la cuestion puede reducirse a una cuantificacion
de las posibilidades de los resultados determinada por el caracter o
la forma de los elementos que intervienen en el fenémeno, como
sucede en la loteria y en los dados. En cualquier caso, los juegos de
apuestas estan mas alla del determinismo o indeterminismo

dominante en una cultura, ya que ese tipo de juegos y convenciones
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se dan practicamente en todas ellas.

La siguiente fotografia muestra un par de dados procedentes de la
isla de Lombok, en Indonesia. No tienen seis caras; en realidad son
peonzas a las que se han tallado cuatro caras a modo de dado.
Cuando se hacen rodar acaban reposando sobre una de sus cuatro
caras. Sin embargo, las cuatro caras no son todas distintas, sino
que en un par de caras opuestas hay incrustada una moneda; en
las otras dos hay incrustaciones iguales de nacar. Al lanzar cada
uno de los dados, so6lo pueden salir dos resultados distintos,

llamémoslos nacar (N) o moneda (M).

K

Dados de Lombok, Indonesia (foto: MAP).

En uno de los dados las caras M tienen incrustada una pieza
adicional de cobre, una protuberancia. Los posibles resultados ¢son
equiprobables? Se puede aventurar una respuesta negativa
analizando su geometria. Tal vez esas caras pesan mas que las otras
y confieren al objeto una esencia alargada que la forma cubica no
refleja. Pero la respuesta definitiva se obtiene realizando una serie
de lanzamientos para observar los resultados que se producen. De

una serie de 20 lanzamientos, so6lo en dos ocasiones aparecio M.
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Quien apuesta a favor de la cara M lo hara pocas veces. Tras unos
lanzamientos se dara cuenta de que ese dado no cumple un
requisito fundamental del juego como es el del equilibrio de la
probabilidad de resultados. Jugar o apostar con dados asi no tiene
sentido porque ya se sabe, con una certeza del 80 %, qué va a

ocurrir.

§. Daddu (Indonesia y Malasia)

El daddu es un juego de dados y apuestas que se practica en
Indonesia y Malasia, donde es conocido con el nombre de selebor.
Se juega con dos dados iguales cuyas seis caras estan pintadas de

la manera siguiente:

Participan en el juego cuatro jugadores que llamaremos A, B, Cy D.
Los dados pasan de jugador en jugador siguiendo el sentido de las
agujas del reloj. Segun el resultado, la tirada puede ser ottong

(ganadora: G), mate (perdedora: P) o elang (juega el siguiente: X):
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En los demas casos, juega e sigriente (X)

Comienza el jugador A tirando los dados. Si A gana (G), vuelve a
tirar. Si A no gana, es decir, si pierde (P) o ni gana ni pierde (X),
entonces los dados pasan a B. Este lanza los dados. Si B gana (G), A
pierde; si B pierde (P), entonces A gana (G). Y si B ni gana ni pierde
(X), los dados vuelven a manos del jugador A. Asi se juega hasta que
uno de los dos, A o B, pierde. Entonces, entra a jugar Cy el ganador
juega con €l. Una vez terminado el juego con C, el ganador pasa a
jugar con D. Y asi sucesivamente. El juego no tiene fin; su final
depende de los limites que quieran imponer los participantes. Por lo
tanto, los perdedores no quedan excluidos y pueden volver a entrar
en la rueda. El juego se desarrolla con apuestas, generalmente
todas de la misma cuantia.

Asi las cosas, las probabilidades de que quien abre el juego gane (G),

pierda (P) o que deba ceder los dados al siguiente jugador son:

P(G) = 5/36 ~ 14%
PP =5/36 ~ 14%
P(X) = 26/36 ~ 72%
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Se genera un diagrama en arbol de probabilidades:

5/36 - G
~

~5/36 .
A== P 5.3 G
~ 2
25 w2 3= 5)86 ,
26/36 X B — P 5 /36_- G

.
~

Ty

26/36° X A _ /36 p

~
~

N
26/36 X

Se trata de un juego en el que la probabilidad de que A gane tiende
a estabilizarse en torno al 50% a medida que va desarrollandose.
Para ello resulta fundamental la relacion entre las tres

probabilidades:

P(G)=5/36=PP =p=gq
PX)=26/36 = r=1-2p

La probabilidad de que A gane se aproxima al 50% cuanto mas se

extiende el juego:
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§. Bola adil (Nusa Lembongan)

Este es un juego de azar con apuestas. Se juega en un tablero
cuadrado de 7 X 7 = 49 casillas de superficie concava. Una bola se
echa a rodar encima del tablero rebotando contra sus bordes hasta
detenerse, estabilizandose en el hueco de una casilla, que sera la
ganadora. La casilla central esta marcada con el numero 20. En
cada una de las 48 casillas restantes hay dibujada una figura
(circulo, triangulo, cruz) cuyo color (negro, amarillo, verde o rojo)
varia siguiendo un patron en diagonales, tal y como se muestra en

la fotografia siguiente:

'POLENG
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Tablero de bola adil.

Cada forma aparece repetida cuatro veces con el mismo color y lo
hace en los cuatro colores. Por tanto, en las 48 casillas hay 16
circulos (4 negros, 4 rojos, 4 amarillos y 4 verdes), 16 triangulos y
16 cruces. Las apuestas se hacen en un tablero adicional de 3 X 4 =

12 casillas numeradas del 1 al 12, como se muestra en la fotografia:

N g _
Panel de apuestas de bola adlil.

El dinero apostado a la casilla ganadora se multiplica por 10. Las
apuestas pueden hacerse a una o mas casillas. El premio que se
obtiene es multiplicar por 10 veces la parte asignada a la opcion
correspondiente al lugar donde se haya detenido la bola. Por
ejemplo, supongamos que alguien apuesta 30.000 rupias a caballo
de las casillas 4 (triangulo negro) y 8 (circulo negro). Si la bola se
detiene en una casilla con un circulo negro, el jugador obtendra
150.000 rupias, diez veces la suma de su apuesta correspondiente a

dicha figura (15.000 rupias). La probabilidad de cada casilla es:

P=1/49 = 2,04%
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Cuando la bola se detiene en la casilla central, marcada con el
numero 20, todo el dinero apostado es para la banca. Este es un
resultado posible que no ve el jugador al realizar sus apuestas, pues
las hace sobre un tablero con opciones del 1 al 12. Desde su
perspectiva, y puesto que las apuestas se hacen sobre 12 casillas, la

probabilidad de ganar es, aparentemente:

P=1/12=8,33%

Sin embargo, la probabilidad real es algo menor, pues el tablero de

apuestas no contempla la posibilidad de que gane la banca:

P=4/49 = 8,33

A la vista del tablero de apuestas podemos formularnos la pregunta
de ¢qué es mas probable, apostar a dos numeros en horizontal o
hacerlo en vertical? Por ejemplo, ¢qué es mas probable, la
combinacion 1-2 o la 1-5? La combinacion 1-2 significa ganar si
sale un triangulo, ya sea rojo o verde. La combinacion 1-5 es
ganadora si sale un triangulo o un circulo, pero so6lo si son rojos.
Pero puesto que hay tantos triangulos rojos como verdes (4 de cada)
como circulos negros y triangulos negros (4 de cada), la

probabilidad es la misma:

P(1,2) = P(1,5) = 8/49 = 16,3 %

206 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

Que los jugadores son conscientes de que apostar a un unico
resultado es demasiado arriesgado lo prueba el hecho de que la
apuesta mas corriente es la que se realiza a dos numeros del 1 al 12
del tablero de apuestas.

Un par de cuestiones relevantes sobre este juego tiene que ver con
el tablero por el que se mueve la bola. Una se refiere la su forma:
¢por qué es un cuadrado? La otra, a su numero de casillas: gpor
qué consta de 7 X 7 casillas? ¢Qué problema habria en hacer un
tablero rectangular, triangular, hexagonal o circular? ¢No seria
posible realizar el juego en tableros cuadrados de 25, 36 o 100
casillas?

La forma del tablero incide en el recorrido de la bola, determinado
por la direccion de lanzamiento y sus rebotes en los lados. La forma
es una cuestion geomeétrica. En teoria, podrian existir lanzamientos
considerados poco aleatorios, como aquellos en los que la bola
trazase el perfil del cuadrado determinado por los puntos medios de
los lados del tablero. Este seria el resultado teérico de impulsar la
bola desde el punto cualquiera de un lado del tablero con un angulo
de 45°. Sin embargo, todo eso es tan solo teoria, porque debido a la
concavidad de las celdas, cada vez que la bola pasa por encima de
ellas sin hacerlo exactamente por su centro, la concavidad la desvia
de su trayectoria, dandole ese aire aleatorio que justifica el juego.
De ahi que itinerarios tan geométricamente previsibles como la
siguiente poligonal negra marcada en un tablero gris claro nunca

lleguen a producirse:
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Una modelizacion unicamente matematica del recorrido de la bola
no es posible, pues debe contemplar aspectos fisicos como el
rozamiento y la dinamica de fuerzas derivadas de las concavidades
de las celdas, que pueden hacer que el trayecto de entrada y salida
en una de ellas sean distintos. La cantidad de variables que deben
tenerse en cuenta hacen el problema sumamente complejo.
Comprender esto es comprender de donde procede el sentido
aleatorio de juego y de las apuestas.

La cantidad de celdas del tablero es un asunto numérico. Contando
que disponemos de tres formas y cuatro colores que se combinan
para crear 12 posibilidades y que hay que anadir siempre una mas
para que la banca pueda hacerse con todo el dinero, el numero de

casillas C debe superar en una unidad a un multiplo de 12:

C=12-k+ 1, kEN

Teniendo en cuenta su forma cuadrada, C debe de ser ademas el
cuadrado de un numero natural. Y esto se consigue tomando los

cuadrados de los multiplos de 6 mas o menos una unidad:

208 Preparado por Patricio Barros



Planeta matematico www.librosmaravillosos.com Miquel Alberti

(6A+1)2=36A2+12A+1=12A(3A+ 1) + 1 =1 + multiplo de 12

Asi que el tablero podria tener otra cantidad de casillas, aunque eso
haria las probabilidades demasiado pequenas (C > 49) o demasiado

grandes (C= 295):

i (6n+1)* (6n—-1)*
0 1
B

2 - 169 121

3 361“ 289

§. Un juego kpelle

En su obra Africa cuenta, Claudia Zaslavsky comenta un juego
practicado por los kpelle. El juego consiste en distribuir 16 guijarros
en dos hileras de ocho cada una. Se selecciona una de las piedras y
otra persona a la que se le ha ocultado dicha seleccion tiene que
adivinar cual de los guijarros es el seleccionado. Para ello puede
preguntar hasta cuatro veces en cual de las dos hileras se halla la
piedra seleccionada. Tras cada respuesta dicha persona puede
reorganizar las piedras en las dos hileras.

No es imprescindible que las piedrecitas sean todas iguales e
indistinguibles unas de otras. Pueden ser de colores distintos para

seguir los movimientos.
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5 O

7 8
0.00.0‘0

9 10

12 13 14 15 16
........

La respuesta al enigma se obtiene en el modo en que se
redistribuyen los guijarros una vez conocida cada respuesta a las
preguntas formuladas. Supongamos que se ha escogido la piedra
numero 1.3, pero que nosotros no lo sabemos. Asi que al ver las dos
hileras, preguntamos: ¢En qué hilera esta la piedra escogida? La
respuesta sera que se halla en la fila de abajo. Entonces,

permutamos las piedras impares de ambas filas:

6 15 8

-
..Q.Q.OO

| 1) 3 7 16

Al repetir la cuestion, obtendremos como respuesta que la piedra
seleccionada se encuentra ahora en la fila superior. Puesto que ha
cambiado de posicion, sabemos que es una del grupo {9,11,13,15}.
Procedemos a permutar ahora la mitad de ellas, por ejemplo la 9

conlalylall conla3:
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1 2 3 4 13 6 15 8

9 10 11 12 5 14 7 16

La nueva respuesta a la pregunta sera que la piedra sigue en la
primera hilera. Luego se trata de la 13 o la 15. Asi que permutamos

ahora solamente una de las dos. Por ejemplo, la 13 con la 5:

1 2 3 4 5 6 15 8

9 10 11 12 13 14 7 16

La ultima respuesta nos dira sin duda alguna cual es la piedra que
se habia seleccionado, ya que ha vuelto a la segunda hilera. Por lo
tanto, se trata de la namero 13.

La estrategia del juego consiste precisamente en ir permutando la
mitad de las piedras a medida que se van conociendo las
respuestas. Primero, cuatro; luego, dos, y finalmente, una. La
cuarta respuesta determina la solucion. Es asi porque las dos
hileras ya separan las ocho piedras que representan la mitad de las
que intervienen en el juego. Al decirnos en qué fila esta la elegida, la
mitad ya queda excluida. Por lo tanto, si nuestra estrategia
garantiza que cada respuesta se refiera a la mitad de las anteriores,

llegaremos indefectiblemente a una conclusion Unica porque:
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Hace decenas de miles de anos que el hombre dejo de habitar los
abrigos naturales y decidid asegurarse un cobijo al amparo de la
geometria. En lugar de vivir en cuevas transformoé los elementos
naturales de su entorno para construirse una vivienda. Eso supuso
establecer un orden y forma que ha perdurado y se ha ido
desarrollando con el paso del tiempo.

La mayor parte de los habitaculos del hombre moderno son
poliedros, y la mayoria de ellos, prismas rectangulares. Decenas o
centenares de familias se agrupan para habitar hexaedros colosales
que se apinan en ciudades de todo el mundo. También se habitan o
se han habitado hasta hace muy poco formas derivadas o
inspiradas en el circulo, como cilindros, conos e incluso esferas. Lo
fundamental del hexaedro habitable es el angulo recto. Las paredes
de esas casas son perpendiculares al suelo y perpendiculares entre
si. En las habitaciones y espacios de una casa también se replica
este modelo. La mayor parte del mobiliario del que nos rodeamos
también posee esta forma. Muchas mesas, sillas, estanterias,
armarios y camas se disenan con forma de hexaedro; asi se adaptan
perfectamente al suelo y a las paredes donde se colocan. Otros
enseres, como las lamparas, pueden disenarse con mayor libertad.
Ademas del aspecto individual de las viviendas, es caracteristico de
los pueblos y culturas el modo en que éstas se agrupan para crear

comunidades. Las hay de forma rectangular y circular, pero
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también las hay que no tienen forma especifica porque se han
desarrollado sin un patréon predeterminado.

En todo el mundo encontramos ejemplos de viviendas circulares. De
forma conica son los trullos italianos de Alberobello, al sureste de
Italia, las chozas de muchos pueblos africanos, los tipi de los indios
nativos de Norteamérica o las casas de los pueblos cumbi (isla de
Flores) y atoni (Timor). Hemisféricos son los iglus esquimales,
construidos con hielo. Otras viviendas combinan la forma cilindrica
con el tejado conico, como es corriente en muchas zonas de Africa.
Claudia Zalavsky explica como se construian las casas tradicionales
de la etnia chagga, que vive en las laderas del monte Kilimanjaro. Lo
primero que se hacia era convocar al hombre mas alto que se
conoce. Este se tumbaba en el suelo con los brazos extendidos. El
radio de la casa seria entre dos y tres veces su envergadura. Esta
longitud se tomaba en una cuerda que se ataba a una estaca.
Dando una vuelta completa alrededor del poste se marcaba la
circunferencia en el suelo. La altura de la puerta era la envergadura
del hombre, y su anchura, el perimetro de su cabeza medido con un
cordel. Los kikuyu de Kenia, en cambio, hacian casas de base
cilindrica y tejado conico recubierto de hojas.

Pese a que lo corriente es referirse a los tipis de los indios de
Norteamérica como construcciones de forma conica, lo cierto es que
su esencia es poliédrica. Su forma es, de hecho, piramidal. Una
serie de largos postes clavados en el suelo en circulo (determinando
los veértices de un poligono bastante regular) se encuentran en el

aire. Estos postes constituyen las aristas de la piramide que
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conforman las pieles que los recubren. Los tipis son facilmente

desmontables y pueden trasladarse cuando se considera oportuno.

hes ,’( /7 ‘ ::‘?ﬂ i‘ S

‘ [ A : o~ s RN .T' i 3
El tipi es la vivienda tradicional de las tribus norteamericanas.

En realidad, es el tejado lo que da a la casa su forma conica. Las
casas tradicionales de las islas de Flores y Timor, en Indonesia, son
conos perfectos porque el tejado conico desciende hasta
practicamente el suelo. Cierto es que la estructura de esa cubierta
es piramidal, pero el recubrimiento a base de hojas suaviza el
contorno y la superficie, otorgando a la vivienda su aspecto
definitivo.

Las culturas africanas suelen crear sus pueblos y comunidades
agrupando las casas segun su forma. Aquellas que son
rectangulares suelen agruparse en poblados de forma oblonga; las
circulares se apinan siguiendo un patron de tipo circular o eliptico.
Algunas de las casas tradicionales africanas presentan

ornamentaciones en los marcos de sus puertas y en las paredes
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interiores. También en las pieles de los tipis indios se trazaban
simbolos y disenos identificativos de la tribu. El hielo no facilita
tanto las cosas: los iglus esquimales se erigen con bloques de hielo
moldeado que se ensamblan para crear espacios esféricos. Sin
embargo, su cupula se levanta en helicoide, cerrando el radio de la
curva a medida que se asciende. La cupula del igla se cierra con
bloques mayores que aquellos con los que se inicia la construccion.
La configuracion de la ciudad antigua de Bagdad es perfectamente
circular. El califa Al-Mansur ordeno su construccion en el siglo VIIL.
En el centro estaban el palacio y la mezquita. La doble muralla de
adobe que la rodeaba tenia cuatro puertas abiertas hacia los cuatro
puntos cardinales. No fue ésta la unica ciudad circular de Oriente
Medio. Posiblemente Al-Mansur se inspir6 en otras ciudades
circulares anteriores, como la ciudad de Gur (actual Firuzabad) que
fundo el rey sasanida Ardashir I en Iran durante el siglo 1.

Un caso distinto es el del pueblo toraja en Sulawesi, Indonesia. Sus
casas tradicionales son rectangulares y se caracterizan por tres
niveles bien diferenciados. Pero el caracter se lo da el tejado en
forma de silla de montar; ésa es su forma. Sin embargo, lo
fundamental de la casa toraja es su emplazamiento y su significado
como simbolo familiar, social y cultural. Una casa toraja es mucho
mas que un habitaculo para guarecerse. Todas las casas
tradicionales toraja se orientan hacia el norte, de ahi que en los
poblados toraja éstas se alineen en bateria, una junto a la otra y
paralelas, todas mirando al Norte. Enfrente de cada casa se situan

los graneros (uno o varios) para guardar el arroz. Puesto que las
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casas miran al Norte, los graneros lo hacen hacia el Sur, cara a cara
con la casa. El espacio que se crea en medio es el lugar donde se
celebran las ceremonias y rituales. Cada familia esta asociada a la
casa familiar, constituye su punto de reunion y asamblea y el lugar
donde reposaran los restos de sus muertos hasta que se les dé la

sepultura definitiva.
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Estructura de un poblado toraja (Sulawest, Indonesia).

Las dimensiones de las casas y graneros tradicionales toraja se
determinan de antemano y obedecen a wuna razon de
proporcionalidad de 7:3. El constructor Marheen Madoi explico por

escrito como determinarlas:
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mas clara

incorporando aspectos no escritos en el documento del constructor,

quien sigue una linea de pensamiento asociada a unos valores y

pautas que tiene en mente y que garantizan el éxito de su labor:

Anchura = 300 cm
7-1=6

622cm=132cm = 300-132 = 168 = 168/6 =28

28+22 =50

Mbédulos fachada: 50 +150 + 300 +150+50 = 700 cm.
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De modo similar reproduce este procedimiento para calcular las
dimensiones de una construccion de 4 m de ancho, aunque ahora
utiliza un valor de 24 cm en vez de 22 cm:

Anchura = 400 cm

624 cm = 144 cm = 400 - 144 = 256 = 256/ 6 = 42,6

42,6 + 24 = 66,5 (sic)

Moédulos fachada: 66,5 + 200 + 400 + 200 + 66,5 = 933 cm.

Una explicacion mas clara parte de la idea de que tanto la casa
como el granero tienen plantas rectangulares cuyas dimensiones
obedecen a la razon de 7:3. Dicho rectangulo se organiza en una
cuadricula de 14x6 modulos. Los 14 de las fachadas mas largas se
agrupan en 1 + 3 + 6 + 3 + 1. Sila construccion va a tener 3 m de

ancho, su longitud debe ser de 7 m:

X e v
300cm 6 = em

Esto significa que cada celda es un cuadrado de 50 cm de lado, y
que las 14 unidades de las secciones de las dos fachadas mas largas

tendran longitudes:

50 + 150 + 300+150 + 50.

Lo mismo vale para una anchura de 4 m. Entonces, la longitud total
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sera de 9,33 m y los modulos se distribuiran asi:

66,6 + 200 + 400 + 200 + 66,6.

El pueblo shuar habita la parte de selva amazonica del sureste de
Ecuador, en Sudameérica. Una de sus caracteristicas son sus casas
redondeadas. Aunque su base es cuadrada, el anadido semicircular
a dos de sus lados opuestos le da una apariencia alargada como se
observa en la figura siguiente. La altura es la misma que la de la

cumbrera, el poste horizontal que sirve de eje al techado.

Pero la casa shuar es mucho mas que un lugar del que guarecerse
de la lluvia o donde guardar las pertenencias y utensilios. Viene a
ser, como la casa toraja de Indonesia del otro lado del mundo, una
reproduccion del cosmos a escala, una representacion del universo.
Su espacio interior se divide segun los dos sexos y el papel que,
segun creen los shuar, les tiene reservado la vida. Al mismo tiempo
pone de manifiesto el papel que debe desempenar cada miembro de
la familia en el ambito social de la comunidad. Segun ese dictado, el

poste principal que sostiene el techado, ademas de desempenar una
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funcion practica evidente, constituye una expresion del vinculo
entre la tierra y el cielo, el mundo de abajo con el de arriba.

Alrededor de dicho poste se desarrollan las celebraciones shuar.

§. Tecnologia y pensamiento matematico

Hoy en dia la actividad laboral en la mayor parte del mundo
desarrollado se realiza mediante la misma herramienta: el
ordenador. La diferencia estriba en el software que se maneja, pues
cada profesion precisa de programas informaticos concretos y, muy
a menudo, especificos. El uso del ordenador se ha hecho casi
imprescindible. Tanto es asi que muchos usuarios han aprendido a
manejarlo de forma autonoma. Hay quienes han desarrollado
incluso subrutinas y pequenos programas con el fin de agilizar y
facilitar las labores de calculo.

Practicamente la mitad de los profesionales en nuestro pais utilizan
hojas de calculo de Excel. No existe profesion en la que no deban
rendirse cuentas, preparar facturas, cerrar balances o calcular los
términos de una relacion en base a su cuantificacion. Muchos
profesionales aprenden a trabajar con hojas de calculo,
descubriendo las matematicas anos después de haber dejado sus
estudios. Unos estudios, por cierto, en los que ni tan siquiera vieron
un ordenador. El mundo del diseno y de la gastronomia son
ejemplos donde se llevan a cabo actividades matematicas de este

tipo.

§. Reparto de hiladas en la construccion
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Una hilada es una serie de ladrillos entre dos columnas o paredes.
Hacer bien el reparto de los ladrillos supone que desde el suelo
hasta el techo tiene que haber un numero entero de hiladas (la
altura de los ladrillos no se recorta) cuyas juntas (la masilla que las
une) deben ser de idéntico espesor. Esto se calcula con
multiplicaciones y divisiones. La junta suele ser de 1 cm, pero
puesto que el ladrillo no se ve mermado ni ampliado, la operacion se
hace flexible gracias a la junta. Con ella se puede ganar o perder 1
mim Si es necesario.

En la practica, se procede del modo siguiente. Se toman las medidas
de la altura del ladrillo (h) y de la junta (j) y se hace una marca en
un liston de madera a una distancia d = h + j de uno de sus
extremos. A continuacion se realizan marcas consecutivas
correspondientes a los valores siguientes, obtenidos con la
calculadora: [d] +d, [d +d] + d, [d + d + d] + d,... El liston marcado
con esas senales equidistantes es la galga que sirve de guia para las
hiladas. Se hace asi para no tener que medir cada vez el valor d en
cada hilada. El albanil considera que si el resultado de los calculos
es un resultado del tipo 5,8 cm, ir sumando cada vez ese numero en
la cinta métrica se haria muy complicado. Es mucho mas comodo
tomarla una sola vez y transportarla de forma consecutiva y
automatica sobre el liston.

La figura siguiente representa la situacion. Los datos iniciales son:
H (altura de la luz), h (altura del ladrillo), x (altura de la junta) y n
(el nimero de hiladas que se han de realizar para cubrir la luz). El

valor de x acostumbra a estar en torno a 1 cm, pero como se ha
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dicho, hay cierto margen de tolerancia de 1 mm aproximadamente.

Reparto de hiladas.

Debe cumplirse la siguiente relacion:

H—x H—hn
H=nh+(n+1l)xeSn= &S x=——o0
h+x n+1

Una hoja de calculo permite conocer automaticamente los
resultados (numero de ladrillos y grosor de la junta). La tabla
siguiente corresponde al caso H= 3 m y h = 5 cm. Se destacan en

ella los valores mas proximos a los usados en la practica de la

construccion.

i H(am) h (cm) n x {cm)
200 5 5i 0,87
300 5 50 0,88

I S——— . . e ——
300 5 49 1.1

‘ +4 s 2

i 300 f 5 ' 3 : 1,22
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§. Nuevas funciones, nuevos graficos

Los problemas del mundo contemporaneo no son los de hace
décadas o siglos. Una preocupacion de nuestro tiempo es el medio
ambiente. Los cientificos han constatado que si no limitamos las
emisiones de CO2z acabaremos empeorando el planeta que
habitamos. Un problema de dificil solucion, pues la mayor parte de
la economia mundial gira alrededor de los medios de transporte, y
éstos, del petroleo.

Los fabricantes de automoviles se han sensibilizado en este aspecto.
Los coches de ahora son mucho mas respetuosos con el medio
ambiente que antano. La publicidad en la venta de automoviles hace
hincapié en ello. Por eso los catalogos automovilisticos incluyen
graficos con el fin de explicar al comprador o usuario cuan
respetuoso es un automovil con el medio ambiente. La cuestion ha

dado lugar a la creacion de graficos como el siguiente:

Potencia (CV)

Emisiones de CO, (g/km)
Comparativa emisiones/ potencia de nuevos modelos de automéviles

(circulos blancos) con los modelos anteriores (circulos grises).
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Lo mejor seria fabricar un modelo de gran potencia y escasas
emisiones cuyos datos estén en la parte superior izquierda del
grafico. Lo peor es la situacion opuesta, un automovil de poca
potencia que emita mucho CO: a la atmosfera; los datos estarian en
la parte inferior derecha. En la situacion representada, los nuevos
modelos son mejores que los precedentes porque aunan mayor
potencia y menores emisiones (la nube de circulos blancos esta mas
arriba y mas a la izquierda que la nube de circulos grises). Por otra
parte, cada nuevo modelo en particular supone una mejora de su
precedente (cada letra con fondo claro esta mas a la izquierda o mas

arriba que su homologa con fondo oscuro).
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Epilogo

Comenzamos la andadura hace decenas de miles de anos
analizando las caracteristicas geométricas de un petroglifo
sudafricano. Desde entonces hasta hoy han vivido en el planeta
incontables pueblos y culturas caracterizadas por su idea del
mundo y de la vida, su manera de hacer las cosas, sus creencias y
ritos, su arquitectura y, en definitiva, lo que se conoce como
manifestaciones culturales.

Uno de los aspectos comunes a muchas de las manifestaciones
culturales de todos los pueblos es el interés en hacer las cosas bien
y en la capacidad de reproducirlas. No es descabellado pensar que
en aquellas manifestaciones culturales que posean esta
caracteristica pueda haber conocimiento matematico. Tanto es asi
que el profesor Alan Bishop senalo seis actividades matematicas
comunes a todas las culturas relacionadas con sus manifestaciones
culturales: contar, medir, localizar, disenar, jugar y explicar.

Hemos dado una vuelta al mundo pasando, en mayor o menor
intensidad, por todas ellas. La conclusion general es que todas las
culturas cuentan, calculan, miden, localizan, disenan, juegan y
explican. Pero, a menudo, lo hacen con ideas, simbolos, técnicas y
tecnologia distintos. Un aspecto a destacar en este sentido es que
fuera del mundo occidental las matematicas no se aislan del
contexto cultural en el que se desarrollan. La construccion de una
casa toraja (Indonesia), un stupa budista (India, Nepal) o una

piramide escalonada (México) conlleva pensamiento y actividad
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matematica, pero es un medio para conseguir un fin superior.
Ademas de moradas, templos o mausoleos, tienen un significado
cultural y social que es su auténtica razon de ser.

La consideracion de un cuerpo especifico de conocimiento al que se
llama matematicas es una idea relativamente reciente en la historia
e inexistente en muchas de las culturas tradicionales. En Occidente
se distingue el arte de las artes decorativas, la arquitectura de la
ingenieria y de la religion. En otros lugares, estas clasificaciones no
se dan. Seleccionar el conocimiento matematico implicito en una
manifestacion sociocultural puede verse como una mutilaciéon por
parte de quienes la llevan a cabo. Desde la perspectiva cultural
vernacula una disociacion asi careceria de sentido, pues la
expresion cultural nunca es unidimensional.

Los hombres y mujeres de muchos pueblos se comunican y
muestran respeto a sus dioses mediante plegarias y ofrendas. Por
eso los ritos deben seguir una pauta, un orden, y poseer el rigor que
la deidad merece. En Bali (Indonesia), las ofrendas se ponen en
bandejitas de hojas de cocotero y bananero. Son materiales
modestos y al alcance de cualquiera, pero se les da forma
geomeétrica. La responsabilidad corre a cargo de las mujeres, y la
confeccion de los recipientes es un conocimiento que pasa de
madres a hijas. Algo similar ocurre en los estados de Kerala y Tamil
Nadu, en el sur de la India, con los kolam.

En todas partes se cuenta y se calcula, pero la realidad del contexto
fomenta la creacion de técnicas autoctonas para contar. La

actividad comercial es foco del calculo mental. Los vendedores en
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los mercados africanos y los conductores de autobuses de la India
desarrollan estrategias de multiplicacion y division que no precisan
de papel ni de lapiz. Algunas de ellas constituyen aplicaciones de
propiedades algebraicas aprendidas o inspiradas en el mundo
matematico académico, pero otras se desarrollan en el contexto
cotidiano.

¢Existe alguna cultura que no se haya interesado por la simetria?
La simetria es un rasgo humano. Quiza por ello todo lo que hace el
hombre, por lo menos en un contexto mas tradicional, tienda a ser,
o haya sido en algin momento, simétrico. Poseen simetria las casas
de todo el mundo, los templos, muchas de las ciudades concebidas
de antemano, los disenos ornamentales, las herramientas... Vivimos
en un mundo de simetria del que incluso las corrientes de diseno
mas vanguardistas apenas pueden escapar. Tradicionalmente, la
simetria es la cara de la belleza. Desde esta perspectiva, lo que no es
simétrico no puede ser bello. Y es asi por una cuestion de equilibrio,
pues simetria y equilibrio son ideas intimamente relacionadas. De
ahi que todos los pueblos y culturas hayan hecho uso de dicha
relacion para plasmar los rasgos y simbolos que los caracterizan.
Otros aspectos de los que no escapa ningun pueblo son la logica, el
juego y las apuestas. El parentesco viene a ser una légica congénita
determinante en las relaciones sociales. Por su parte, el juego y las
apuestas son modelos de mundos inciertos e inventados en los que
el riesgo desempena el papel principal. El anhelo de la victoria y el
temor a perder son pulsiones vitales. Para recrearias en situaciones

controladas se hace uso del azar. No sabemos si el azar existe o es
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desconocimiento, pero los juegos de apuestas no tendrian sentido
sin ese factor de incertidumbre que es el que, a la postre, cuantifica
el riesgo. El diseno de situaciones azarosas esta ligado a las
matematicas. Los dados son hexaedros de caras equiprobables, los
elementos de la bola adil son puramente geométricos. La geometria,
en este caso la simetria, contribuye a la creacion de situaciones
aleatorias que fomentan entre los participantes la aceptacion y la
comprension del azar.

Viendo todas estas actividades en marcha uno no puede sino pensar
en las ideas matematicas necesarias para llevarlas a cabo. El interés
por conocerlas es el mismo que mueve a conocer el mundo. ¢Por
qué buscar ideas matematicas fuera de nuestra cultura? Porque,
como hemos visto, fuera de nuestro entorno se producen cosas
diferentes y enriquecedoras. Las camareras de todo el archipiélago
malayo doblan servilletas dividiendo el angulo recto de un vértice en
tres partes iguales. Pero no lo hacen siguiendo un meétodo
geomeétrico propio del contexto matematico académico, sino que
utilizan un procedimiento vernaculo mas eficaz y practico.

Mediante las Etnomatematicas conocemos pueblos, culturas,
técnicas, herramientas y métodos que enriquecen el conocimiento
matematico de otras culturas como la nuestra. Dicho
enriquecimiento no se fragua solo en las nuevas o diferentes ideas,
sino en los nuevos problemas matematicos identificados o
planteados precisamente en la interaccion cultural.

¢Como hallar Etnomatematicas? De un petroglifo milenario se

pueden formular hipotesis acerca de las ideas matematicas que lo
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inspiraron. Son hipoétesis de confirmacion imposible, puesto que no
se puede preguntar a su autor o autora ni se dispone de las
herramientas con las que se llevd a cabo la labor. Las hipoétesis
acerca del conocimiento matematico necesario para crear un
producto cultural como una talla de madera o una prenda textil son
mas plausibles cuando tenemos la oportunidad de observar el
proceso de elaboracion. Los meétodos wutilizados, la tecnologia
empleada y el lenguaje con el que los autores se refieren a las cosas
que hacen nos dan pistas muy fiables de lo que piensan.

Sin embargo, puede ocurrir que, pese a observar de cerca un
proceso, erremos nuestro modelo matematico de lo que esta
pensando quien lo lleva a cabo. Asi ocurriéo con el pliegue de las
servilletas, ya que las acciones visibles del proceso eran
indistinguibles de las necesarias para llevar a cabo el modelo
matematico elaborado por el observador. La solucion es interpelar a
los responsables de la tarea. Solo entonces (y aun asi puede haber
reservas) tendremos una certeza casi definitiva acerca de lo que
estan pensando.

Hay animales que construyen maravillas arquitectonicas. Las
abejas, las aranas, los pajaros o el escarabajo pelotero son capaces
de crear bolas casi perfectas, entramados geométricos muy
regulares y celdas hexagonales. A la vista de sus obras y de la
observacion de su labor se diria que sus celdas, telas, nidos y
pelotillas de excrementos son fruto de ideas matematicas. Es
posible, pero existe una diferencia fundamental entre ellos y el ser

humano: a ellos no se les puede interrogar; por lo tanto, soélo
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podemos formular hipotesis acerca de lo que hacen.

Una vez se ha identificado conocimiento matematico, ¢qué hacer
con ¢€l? La respuesta podria ser mejorar ambas practicas
matematicas, la vernacula de donde surge y la ajena que lo
identifica. Y esto en ambos sentidos: del contexto extraacadémico al
académico y viceversa. Ahi reside la importancia de la educacion.
Pertenecer a una cultura significa apropiarse de sus aspectos
caracteristicos, aprender su lengua, sus costumbres, su filosofia de
la vida, sus ritos y creencias, sus métodos de intercambio, vivir en
casas levantadas con su arquitectura, alimentarse de su
gastronomia, participar de sus juegos y, ¢por qué no?, de forma
natural, aprender sus matematicas. Acabamos de ver que no existe
cultura sin matematicas. Tampoco pertenecemos a ninguna sin que
aprendamos sus matematicas.

Vivimos en un mundo cada vez mas globalizado cuya globalizacion
viene, en su mayor parte, determinada por la tecnologia. Que no
exista tecnologia sin matematicas no debe hacernos pensar que
fuera de nuestro mundo extraordinariamente tecnolégico no existan
matematicas de las que podamos aprender. La universalidad de las
matematicas no es una idea aprioristica de rango platonico, sino
consecuencia del conocimiento etnomatematico desarrollado por
todos los pueblos y culturas. Parte de €l lo hemos conocido en la

odisea matematica que finaliza justo en este punto.
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