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Resena

Doce ensayos adoptan un enfoque ludico del tema, explorando
como jugar al poquer por teléfono sin la posibilidad de hacer
trampa, como distinguir las falacias plausibles de los hechos
increibles y como lidiar matematicamente con gusanos retorcidos,
tenistas borrachos y serpientes que comen sus propias colas.

Ex columnista de la seccion "Juegos matematicos" de Scientific
American, lan Stewart es profesor en la Universidad de Warwick y
autor de Another Fine Math You've Got Me Into... y una veintena de
otros libros de recreaciones matematicas, ciencia popular, y ciencia
ficcion. En esta coleccion de fabulas plagadas de juegos de
palabras, una vez mas ejercita su inmenso talento para transformar
conceptos complicados de las matematicas modernas en diversion
accesible y estimulante. Stewart presenta los diferentes tipos de
infinito, explica como construir su propio virus, explora las ideas
mas brillantes de Pascal y Fermat e incluso ofrece una docena de

rompecabezas diferentes para los doce dias de Navidad.
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Prefacio

Hace unos anos Philippe Boulanger me pidi6 que recomendara a
alguien para la columna de “Visiones matematicas” de la revista
Pour la Science. Se trata de la traduccion francesa de Scientific
American, y Philippe es el jefe de redaccion. Yo conoci la revista en
mi adolescencia, y mi mayor placer consistia en la columna de
“Juegos matematicos” de Martin Gardner. Cuando Gardner dejo de
escribirla, la columna eventualmente se transformoé en la admirable
“Recreaciones informaticas” de A. K. Dewdney. El cambio es quiza
un simbolo de nuestros tiempos, pero la idea de que los
ordenadores iban a reemplazar las matematicas se topo en Francia
con una gran resistencia y “Juegos matematicos” sobrevivio, en
tandem con “Recreaciones informaticas”, con el titulo “Visions
Mathématiques”. Eso concuerda con mi vision del mundo: la
informatica y las matematicas mantienen una relacion simbidtica, y
se necesitan mutuamente. De todos modos, el redactor de la
columna habia partido hacia nuevos horizontes, y Philippe buscaba
un reemplazante.

¢Conocia yo a la persona indicada? Claro que la conocia, y
modestamente ofreci mi consejo: “Yo”.

Sospecho que Philippe aceptdé con algunas reservas. Al cabo de dos
anos la columna ha descubierto su propia identidad y su propio
estilo. Yo la escribo en inglés, y Philippe la traduce (con gran

habilidad, y también con grandes licencias) al francés. Yo trato de
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elaborar retruécanos que funcionen en francés: aludiendo a los
festivos navidenos, por ejemplo, “los doce juegos de Navidad”. Eso se
traduce como “les douze jeux de Noel”, mientras que “los doce dias
de Navidad” es “les douze jours de Noel”. Y en la actualidad, cada
vez que encuentro elementos matematicos interesantes, una parte
de mi mente piensa si podria explicarlo en Pour la Science. Ello
ofrece una perspectiva muy diferente; y por lo menos en una
ocasion una idea que habia tenido al pensar en “Visions
Mathématiques” resulto ser util en investigaciones de fondo.

Sea como fuere, he aqui este libro, una seleccion de doce articulos
que presentan conceptos matematicos serios de manera jocosa. Los
he revisado y actualizado. Algunas personas intentan convencernos
de que “la matematica puede ser divertida”. Creo que el énfasis esta
mal puesto. Para mi, la matematica es divertida, y este libro es una
consecuencia natural de mi modo de enfocar el tema.

Desde luego, entiendo por qué la mayoria de la gente encuentra
desconcertante esa afirmacion. Para ver por qué la matematica es
divertida, se necesita la perspectiva atinada. No hay que dejarse
agobiar por los simbolos ni por la jerga, y hay que concentrarse en
las ideas; hay que pensar en la matematica como una amiga, no
como una enemiga. No digo que la matematica sea siempre un
alegre retozo, pero cada cual deberia disfrutarla en su propio nivel.
¢A usted le agradan los crucigramas y los rompecabezas? :Le gusta
jugar a las damas o al ajedrez? :Le fascinan los disenos repetitivos?

¢Le interesa averiguar como funcionan las cosas? Entonces usted
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tiene capacidad para disfrutar de las ideas matematicas. Y si las
disfruta de veras, quiza llegue a ser un matematico.

Necesitamos mas matematicos. La matematica es fundamental para
nuestro estilo de vida. ¢Cuanta gente, mirando un programa de
television, advierte que sin matematica no habria nada que mirar?
La matematica fue un ingrediente crucial en el descubrimiento de
las ondas de radio. Controla el diseno de los circuitos electronicos
que procesan las senales. Cuando la imagen de la pantalla forma un
cilindro que al girar revela otra imagen, una apabullante cantidad
de operaciones matematicas dan vida a los graficos por
computacion.

Pero eso es la matematica en funcionamiento. Este libro trata sobre
el lado ligero: la matematica como juego.

Ambas cosas no estan muy distanciadas. La matematica es un
notable caudal de imaginacion que abarca desde la pura curiosidad
intelectual hasta los usos mas practicos; y todo es una sola cosa.
Los ultimos anos han presenciado una notable reunificacion de la
matematica pura y la aplicada. La topologia esta abriendo zonas
enteramente nuevas de la dinamica; la geometria de las elipsoides
multidimensionales esta dando ganancias a AT&T; Items oscuros
como los grupos p-adicos participan en el diseno de redes
telefonicas eficientes; y el conjunto de Cantor describe el
funcionamiento de nuestro corazon. El juego intelectual de ayer se
ha transformado en los ingresos empresariales de hoy.

Sin embargo, usted encontrara aqui el aspecto ludico de la
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matematica, no el que sirve para ganarse el pan. Algunos Items son
viejos favoritos, algunos son absolutamente nuevos. La mayoria de
los capitulos incluyen problemas, con las soluciones al final,
ademas de diversas actividades y juegos. Pero también hay una
intencion mas seria. Espero que al menos algunos lectores se
sientan inspirados para averiguar algo mas sobre el fascinante
mundo mental que se extiende detras de nuestras bromas. Las
ideas que usted encontrara estan conectadas con la matematica
real, aunque es perdonable que usted no las descubra detras del
grueso disfraz. “La manta de Mama Gusano” es un problema sobre
teoria de medicion geomeétrica, y “El tenista ebrio” es sobre procesos
estocasticos y series de Markov. “Truco de paridad” introduce la
topologia algebraica; “El Ourotoro autovoraz” conduce a la teoria de
la codificacion y las telecomunicaciones. Por otra parte, puedo
asegurar que “Encuentros cercanos de la fase Fermat” no tiene nada
que ver con el viaje espacial ni con la industria cinematografica.
¢O si?

lan Stewart

Coventry, Inglaterra
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Capitulo 1

La manta de Mama Gusano

— jDemonios! — exclamo6 Mama Gusano.

— ¢Ocurre algo, querida?

— Es nuestra dulce y pequena Gustrudis. Sé que no deberia criticar
a la nina, pero a veces... {Su manta se ha caido de nuevo! ;Se
enfriara hasta los huesos!

— Ana Lida, los gusanos no tienen huesos.

— iBien, se enfriara hasta el tejido endodérmico, Enrique! El
problema es que cuando duerme, se contorsiona y enrolla
adoptando posiciones extravagantes, y la manta se cae.

— ¢Se mueve cuando ya esta dormida?

— No, Enrique, duerme como un tronco.

Incluso parece un tronco, penso Enrique Gusano, pero no lo dijo en
voz alta.

— Entonces espera a que se duerma para taparla, querida.

— Si, Enrique, he pensado en ello. Pero hay otro problema.

— Dime, carino.

— ¢Qué forma deberia tener la sabana?
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Enrique tardé un rato en hallar la respuesta. Resulté ser que Mama
Gusano queria una manta que cubriera totalmente a la nina
gusano, sin importar como se enrollara. Solo el gusano, entiéndase
bien, no la zona que ella rodea. La manta puede tener agujeros, pero
Mama Gusano, siendo ahorrativa, deseaba que la superficie de la
manta fuera tan pequena como resultara posible.

— Ah — dijo Papa Gusano, quien, como habran notado ustedes, es
algo pedante—. Podemos escoger unidades de tal modo que la
longitud de ese pequeno horr... de la querida Gustrudis sea la
unidad 1. Tua estas preguntando qué forma tiene el conjunto plano
de superficie minima que cubrira cualquier curva plana de longitud
1. Y sin duda también deseas saber qué es esta superficie minima.
— Precisamente, Enrique.

— Aja. Dificil...

El problema de la manta de Mama Gusano es muy escurridizo y se
nos resbala de las manos. Pero, como Enrique le explico a su esposa
— para disimular su incapacidad para responder la pregunta— hay
principios generales que pueden constituir la base de un abordaje.
Supongamos que sabemos donde estan algunos puntos del gusano:
cqué podemos decir sobre el resto? Senaldé dos de esos principios
(recuadro 1.1): dependen del hecho de que la distancia mas corta
entre dos puntos es la linea recta que los une.

— Excelente — dijo Papa Gusano—. Ahora, querida Ana Lida,
podemos hacer algunos progresos. Una aplicacion del Principio del

Circulo demuestra que un circulo de diametro 2 por cierto
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mantendra tibia a Gustrudis. Tiende el centro de la manta sobre la
cola del bebé, querida: el resto de ella no puede ser superior a su
longitud total. ¢Qué tamano tiene la manta? Bien, un circulo de
diametro 2 tiene una superficie de 1, que como recordaras es

aproximadamente 3, 141359...

Recuadro 1.1
Normas para la manta

El Principio del Circulo. Supongamos que tenemos una porcion
de gusano de longitud L, y sabemos que uno de sus extremos
esta en la punta P. Entonces esa porcién se encuentra dentro
de un circulo de radio L, centro P. La razén: todo punto de esa
porcion esta a una distancia L o menos respecto de P, medida
a lo largo del gusano. La distancia en linea recta es por tanto
también L o menos. Pero tales puntos se encuentran dentro del
circulo de radio L.

El Principio de la Elipse. Supongamos que tenemos una
porcion de gusano de longitud L, y sabemos doénde estan
ambos extremos. Supongamos que los extremos estdn en los
puntos P y Q del plano. Formemos una curva de la siguiente
manera. Sujetemos una cuerda de longitud L entre P y Q,
insertemos la punta de un lapiz y tensemos la linea. Al
moverse, el lapiz describe una elipse cuyos focos son P y Q.

Los puntos que hay dentro de esta elipse son esos puntos X
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para los cuales PX + XQ es menor o igual que L. Por tanto
cada punto de la porcion de gusano aludida se encuentra
dentro de esta elipse (figura 1.1).
PX = L: Circulo
PX + XQ =L : Elipse
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Figura 1.1. Una porciéon de gusano de longitud L, un punto P
de la cual es conocido, se encuentra dentro de un circulo de
radio L, centro P. Si dos puntos P y Q son conocidos, entonces
la porcion se encuentra dentro de una elipse con Py Q como
focos, consistente en todos los puntos X, de tal modo que PX +

XQ=L.

— jSuficiente, Enrique! Ya he pensado en algo mucho mejor.
Supongamos que cortamos a Gustrudis en dos, justo por la mitad.
iMentalmente, desde luego! Cada mitad esta dentro de un circulo de
radio 1/2 centrado en su punto medio. Si pongo una manta circular
de radio 1/2, es decir, diametro 1, de tal modo que el centro se
extienda sobre el punto medio de Bebé, cubrira a nuestra querida

criatura.
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cCudl es la superficie ahora? ¢Recuerda pi por radio al cuadrado?

De hecho éste es el circulo mas pequeno que siempre cubrira a
Bebé, porque si ella se estira hasta ponerse recta puede escurrirse
por cualquier circulo de diametro inferior a 1. ¢Pero una forma que
no sea un circulo puede ser mas econéomica?

— Espero que si — gruné Papa Gusano, quien tendria que pagar
por la manta, mientras se retiraba a su estudio. Dos horas después
salio con varias hojas de papel y anuncié que la propuesta de Ana
Lida, un circulo de diametro 1, era por lo menos del doble de lo
necesario.

— Buenas noticias, querida. Un semicirculo de diametro 1 tiene
tamano suficiente para cubrir a Bebé por mucho que la cretina...
quiero decir, la criatura se contorsione antes de dormirse.

Eso reduce aun mas la superficie: ¢ca cuanto?

Como he dicho, Enrique Gusano es un pedante. No dice nada sin
estar seguro de que es verdad. Asi que no solo ha hecho
experimentos con semicirculos, sino que tiene la demostracion de
que el semicirculo unidad (un semicirculo de diametro 1) siempre
funciona. No es una demostracion facil, y no culparé a quien desee
saltearla. Pero la demostracion es la esencia de la matematica, y
quizas usted desee seguir el razonamiento de Papa Gusano. En tal
caso, esta en el recuadro 1.2.

— Muy astuto, Enrique — dijo Ana Lida—. Pero yo creo que la
misma idea demuestra que puedes recortar otros fragmentos del

semicirculo. Como ves, cuando Py Q estan mas cerca entre si que
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b, la distancia entre X e Y es inferior a 1. Sin duda eso nos deja
margen para una mejora.

— Aja. Quiza tengas razon, querida. Pero resulta muy complicado
resolver lo que viene a continuacion. — Y Enrique se apresur6o a
cambiar de tema. Mis lectores mas perseverantes quiza deseen
insistir en el asunto, pues Ana Lida tiene razon: el semicirculo
unidad no es la mejor forma posible. En verdad nadie sabe qué
forma deberia tener la manta de Bebé Gusano. El problema queda
abierto. Recuerde usted que debe cubrirla, no importa qué forma
adopte la nina al contorsionarse; y debe demostrar que es asi. Si

puede mejorar 11/ 8, hagamelo saber.

Recuadro 1.2
La demostracion de Papa Gusano
Una linea que toque a Gustrudis en uno o varios puntos, pero
de tal modo que ella yazga totalmente sobre un lado de dicha
linea, se llama linea de soporte (figura 1.2). Las lineas de
soporte existen en cualquier direccion. Sélo empiece con una
linea que apunte en esa direccion y deslicela hasta que toque
al gusano. Note que las lineas de soporte pueden tocar el

gusano en mds de un punto.
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Figura 1.2. Lineas de soporte

Primero, supongamos que cada linea de soporte toca a
Gustrudis en exactamente un punto. Entonces Gustrudis debe
estar enrollada en un rizo convexo cerrado, quizd con otros
fragmentos de su interior (figura 1.3). Supongamos que toca
una linea de soporte en un punto P. Entonces todos los puntos
del rizo estan a una distancia 1/2 o menos respecto de P,
medida a lo largo del gusano; por ende también se mide en
una linea recta. También ocurre asi con los demas puntos que
hay dentro del rizo. Por ende Gustrudis esta dentro del circulo
de radio 1/2 centro P. Pero ella también yace en un lado del
diametro de este circulo formado por la linea de soporte. Asi
yace dentro de una unidad semicircular.

Alternativamente, una linea de soporte toca a Gustrudis en por

lo menos dos puntos P y Q. Estos puntos la dividen en tres
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segmentos A, B, C de longitudes a, b, ¢, donde a + b + ¢ = 1
(figura 1.4). La distancia entre Py Q es a lo sumo b porque el
segmento B une P con Q. Segun el Principio del Circulo, el
segmento A se encuentra dentro de un centro circular P radio
a; pero también se encuentra en un lado de la linea de
soporte, asi que en realidad se encuentra dentro de un
semicirculo de radio a. Andlogamente el segmento C se

encuentra dentro de un semicirculo de radio c.

Figura 1.3. Si cada linea de soporte toca al gusano en un solo
punto, entonces el gusano determina un rizo convexo de
perimetro inferior o igual al y por ende se encuentra dentro de

una unidad semicircular.
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P Q

Figura 1.4. Si una linea de soporte toca al gusano en dos
puntos, entonces el gusano se encuentra dentro de una figura
obtenida mediante la superposicion de dos semicirculos y una

semielipse.
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Figura 1.5. Hay tres posibles disposiciones de los semicirculos
y la semielipse. En los tres la distancia XY es a lo sumo 1. Por
ende el semicirculo (punteado) que tiene XY por diametro
encaja dentro del semicirculo exterior. Lo mismo pasa con el

gusano.

¢Qué hay del segmento B? Por el Principio de la Elipse, se

encuentra dentro de una elipse cuyos focos estan en Py Q,
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entre los cuales podemos tender un cordel de longitud b. A
causa de la linea de soporte, B se encuentra en realidad
dentro de una semielipse (la mitad de una elipse).

Asi todo el gusano se encuentra en una complicada figura
formada por la superposicion de dos semicirculos y una
semielipse. Sean X € Y los puntos extremos de esta figura de
la linea de soporte. Ahora hay una pequena complicacion. El
punto X puede estar en el centro (de semicirculo) P o en la
semielipse; analogamente, Y puede estar en el centro (de
semicirculo) Q o en la semielipse. Sin embargo, en cada caso
no es dificil mostrar que la distancia entre X e Y es de 1 o
menos (figura 1.5).

Ahora bien, la elipse es mas “chata” que un circulo; asi que
ambos semicirculos y la semielipse encajan dentro de un
semicirculo cuyo diametro es XY. Como XY es 1 o menos,

Gustrudis entra dentro de un semicirculo unidad.

Mas tarde esa noche, Enrique solté de golpe el peridodico, volcando
un vaso de Cresa-Cola y empapando la foto de primera plana de
Margusan Thatcher.

— jAna Lida! jOlvidamos preguntar si hay una solucion!

No hay manera de aplacar a un pedante. Pero en cierto modo tiene
razon. Los conjuntos planos pueden ser mucho mas complejos que
las cosas tradicionales como los circulos y poligonos. Quiza la

manta no sea convexa. De hecho, podria tener agujeros. ¢Y a qué
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aludimos al hablar de la “superficie” de un conjunto complejo de
planos?

— Por Dios — exclamo6 Enrique—. jQuiza la superficie minima sea
cerol

— No seas tonto, querido. jEn tal caso no habria manta!

Enrique se sirvio un sorbo y lo bebioé con una sonrisa desdenosa.

— Ana Lida, obviamente es hora de que te hable del conjunto de
Cantor.

— ¢Queé tiene que ver el canto con...?

— Cantor, querida, no canto. Georg Cantor fue un matematico
aleman que inventé un conjunto muy curioso en 1883. En realidad,
el inglés Henry Smith lo conocia en 1876, pero “conjunto de Smith”
no impresionaria a nadie, ¢verdad? Para obtener un conjunto de
Cantor empiezas con un segmento de longitud 1, y le quitas el tercio
del medio. Ahora quitas el tercio del medio de cada parte restante.
Repito, hasta el infinito. Lo que queda es el conjunto de Cantor.

(Figura 1.6)

19 Preparado por Patricio Barros



Ingeniosos encuentros entre juegos y... www.librosmaravillosos.com Ian Stewart
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Figura 1.6. Construccion del conjunto de Cantor mediante la
eliminacion de los tercios medios. Su longitud es cero, pero contiene

infinitamente muchos puntos.

— No entiendo como puede quedar algo, Enrique.

— Pero queda. Ante todo, quedan todas las puntas de los segmentos
mas pequenos. Y muchas otras. Pero en cierto sentido tienes razon,
querida. ¢Cual es la longitud del conjunto de Cantor?

— Sus puntas estan separadas por una distancia 1, Enrique.

— No, quiero decir la longitud sin contar las lagunas.

— No tengo idea, Enrique. Pero me parece muy pequeno. El
conjunto consiste ante todo en agujeros.

— Si, como el calcetin de Gustrudis.

— ¢Me estas criticando? jManana le zurciré el calcetin! Nada menos
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que...
— No, no, querida, nada mas lejos de mi intencion. Veamos. La
longitud reduce a 2/3 el tamano de cada etapa, de modo que la
longitud total después de la etapa enésima es (2/3)n. Como n tiende
al infinito, esto tiende a 0. La longitud del conjunto de Cantor es
cero.

Ana Lida dedujo las primeras potencias de 2/3 en su calculadora
(no era una calculadora de bolsillo porque los gusanos no tienen
bolsillo) y cabeceo.

— Ahora bien, el conjunto de Cantor, a pesar de consistir
mayormente en agujeros, tiene una propiedad notable — continuo
Enrique sin desmayo—. Dado cualquier numero entre O y 1, hay dos
puntos del conjunto de Cantor cuya distancia entre si es
exactamente igual a ese numero. Eh... no creo que te interese la
demostracion, querida, asi que demos por sentado que el resultado
es verdadero, ¢si? Bien. Ahora supongamos que Bebé solo puede
enroscarse formando rectangulos...

— Enrique, sabes muy bien que se contorsiona como cualquier bebé
gusano.

— Supongamos que estuvo jugando al baléon-cola y tiene las
articulaciones endurecidas.

Agreguemos que Gustrudis va a una escuela progresista que ataca
el sexismo y estimula la igualdad de oportunidades desalentando
las diferencias entre gusanos varones y mujeres (claro que usted no

notaria tales diferencias) y donde las ninas gusano juegan al balon-
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cola igual que los varones. No obstante, Ana Lida hizo una objecion.
— jSabes muy bien que los gusanos no tienen articulaciones,
Enrique!

— jOh, santa lombriz! Haz de cuenta que si. {Tan soélo para
complacerme!

— Bien — resoplo Ana Lida—. Ya que insistes.

— Gracias. Como la longitud de Gustrudis es 1, la altura y la
anchura del rectangulo estan entre O y 1. Asi puedo hallar dos
puntos del conjunto de Cantor cuya distancia entre si sea igual a la
altura, y dos mas cuya distancia entre si sea igual a la anchura.
Ahora examinaré el tartan de Cantor.

— Cantor no es nombre escocés, Enrique.

— Muy bien, el tartan de MacCantor. Tomo un conjunto de lineas
horizontales de longitud wunidad, espaciadas verticalmente de
acuerdo con el conjunto de Cantor, junto con un conjunto de lineas
verticales, espaciadas horizontalmente de la misma manera (figura
1.7). En el conjunto horizontal puedo hallar dos lineas cuya
distancia entre si sea igual a la altura del rectangulo, y en el
conjunto vertical dos lineas cuya distancia entre si sea igual a su
anchura. Asi, como J. R. Kinney descubrio en 1968, el tartan de
MacCantor se puede colocar de tal modo que cubra el rectangulo de

Bebé Gusano.
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Figura 1.7. El tartan de MacCantor puede cubrir cualquier rectangulo,
pues el conjunto de Cantor contiene puntos a una distancia h y w de

todos los h y w.

— Te refieres al perimetro, no al interior del rectangulo.

— Naturalmente. La manta debe cubrir a Gustrudis, no el espacio
que ella encierra.

— Eso no es una manta, Enrique: es una red.

— Si deseas, rebautizaré este capitulo “La red de Bebé Anguila”.
Pero entonces no constara tu nombre.

— No, no, Enrique. Ahora comprendo que es una manta celular.

— Excelente. También tiene superficie cero. La parte horizontal

23 Preparado por Patricio Barros



Ingeniosos encuentros entre juegos y... www.librosmaravillosos.com Ian Stewart

tiene una superficie 0x1 = 0 y también la parte vertical, porque el
conjunto de Cantor tiene longitud O.

— De modo que para los gusanos rectangulares — dijo Ana Lida—
existe una manta de superficie cero que los cubre totalmente. jQué
resultado extravagante! — Hizo una pausa—. Pero desde luego eso
es porque los rectangulos son muy especiales.

— Bien, si y no — dijo Enrique Gusano—. Estuve leyendo acerca de
este problema, y resulta ser que en 1970 D. J. Ward construy6é una
manta de superficie cero capaz de cubrir a cualquier gusano
poligonal. Es decir, un gusano constituido por una cantidad grande
pero finita de segmentos rectos. Esa manta es un enredo muy
confuso, desde luego... casi toda agujeros.

— Muy curioso, querido. ¢Y qué dices de los gusanos lisos, como
nuestra viscosa y flexible Gustrudis?

— Bien, por un tiempo los matematicos se preguntaron si existiria
una manta universal de superficie cero para gusanos lisos...
hablando en jerga vermicula, desde luego. Pero en 1979, J. M.
Marstrand demostré que ninguna manta de superficie cero puede
cubrir a todos los gusanos lisos.

— Notable. Se habra requerido una geometria muy dificultosa para
probarlo.

— Entiendo que la principal idea consistia en usar el concepto de la
entropia de un espacio métrico totalmente delimitado, querida mia.
— jFascinante, Enrique! Cuéntame mas.

— Bien... no creo que te interese saber todo eso, Ana Lida. La teoria
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ergodica es un poco ardua...

— No sabes, ¢verdad, Enrique?

— Bien... No. Pero de todos modos sabemos que la superficie
minima para la manta de Bebé tiene que ser superior a cero.

Mama Gusano también puede ser pedante.

— ¢De veras, Enrique? ¢No podra haber una manta de superficie
1/2 que funcione, y una de superficie 1/4, y una de superficie 1/8,
y asi sucesivamente... superficies mayores que cero pero
empequeneciéndose a medida que nos plazca? Entonces la
superficie minima seria cero, pero no se corresponderia en realidad
con una manta.

cPuede usted pensar en un problema simple sobre superficies
minimas donde esto ocurra? He aqui una pista: la tienda de Mama
Mosquito.

Pero Papa Gusano sabia que estaba vencido, y ya estaba hablando
del problema analogo en tres dimensiones: el saco de dormir de
Bebé Gusano. ¢Cual es el volumen minimo que albergara a un
gusano de longitud 1 en un espacio tridimensional comun? Y ese
problema esta casi inexplorado. ¢Podra usted avanzar hacia una

solucion?

Soluciones
El circulo de radio r = 1/2 tiene una superficie 7?2 = 1 (1/2)2 = /4,
lo cual equivale aproximadamente a 0, 7835. jFacil! Si, pero éste es

solo el problema inicial.
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Reducir eso a la mitad para obtener un semicirculo nos lleva a 1/ 8,
aproximadamente 0, 393.

He aqui un ejemplo de problema de reduccion de superficie que
tiene soluciones de superficie no cero arbitrariamente pequenas,
pero no tiene una solucion con superficie cero. Mama Mosquito esta
haciendo una tienda para que su hija Mosquidia pueda ir de
camping. Mosquidia es diminuta, apenas mas que un punto;
siempre duerme revoloteando a cierta distancia del piso. La tienda
debe cubrirle la cabeza para que no la moje la lluvia y llegar hasta el
suelo para que no entren rafagas. ¢Cual es la superficie minima de
una tienda apropiada?

La respuesta es que cualquier superficie superior a cero funcionara,
pero no cero.

Para entender por qué, imagine usted un mosquito-punto M, a
cierta distancia — que denominaremos unidad 1— por encima de
un plano. El problema de la tienda de Mama Mosquito se reduce a
esto: ¢cual es la superficie mas pequena cuyos limites se
encuentren en el plano, y que pase por M? Pensemos en una
superficie conica (figura 1.8) cuya base sea un circulo de unidades
de radio r. Entonces la superficie del cono es nir, y podemos volverla
tan pequena como queramos escogiendo un r suficientemente
pequeno. Por ejemplo, si r = 0, 000 000 001 entonces la superficie
es 0, 000 000 003 14....

Pero para obtener una superficie cero debemos dejar que r = 0, y

entonces el cono se transforma en un segmento lineal que une M al
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plano. jPero un segmento lineal no es una superficie!
Este ejemplo indica que los problemas de reduccion de superficie
pueden no tener solucion: es decir, la superficie “minima” quiza no

se pueda obtener.

Figura 1.8. La tienda de Mama Mosquito, un problema sin solucion
minima.
El saco de dormir de Bebé Gusano: ¢Quiere reducir la superficie o el
volumen? A eleccion de wusted! Argumentos similares pueden
conducirlo a una semiesfera de radio r = 1/2, con volumen 2/3 nr3
= 11/ 12 aproximadamente 0, 262; y la superficie 3nir2 (¢por qué?) =
3/4 n, aproximadamente 2, 356. Pero debe ser posible mejorar esas

cifras.
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Capitulo 2

El tenista ebrio

Se ha reiniciado la temporada de tenis.

Hace unas semanas, pasé la tarde en el club de tenis local, jugando
un grato partido con mi amigo Dermis Raqueta. Me gano en los sets,
6-3, 6-1, 6-2. Después, mientras empinabamos unas cervezas en el
bar, me asaltd un interrogante.

— Dermis, ¢por qué me ganas siempre?

— Soy mejor que tu, amigo.

— Si, pero no eres tanto mejor. Llevé la cuenta y calculo que gano
un tercio de los puntos. jPero no gano un tercio de los partidos!

— Seamos francos, no ganas ningun partido conmigo. — Bebio un
sorbo de cerveza—. Es porque no ganas los puntos cruciales, los
que importan de veras. ¢Recuerdas que ganabas 40-30 cuando el
set iba tres games a dos? Podrias haber empatado en tres. En
cambio...

— Servi una falta doble. Si, lo sé. Pero calculo que atun gano un
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tercio de los puntos cruciales. No, quiero otra explicacion.

— Yo quiero otra cerveza — dijo Dennis—. Yo invito esta vez.
Regreso en seguida — Se levanto y se dirigio a la barra abriéndose
paso en la multitud y gritando por encima del tumulto— : jElsa, dos
cervezas y un paquete de cacahuetes! Con un vaso en cada mano,
emprendio el regreso. Habia tanta gente que hacia dos pasos al
costado por cada paso hacia adelante.

Entonces comprendi.

jPor eso Dennis gana siempre!

Se sento, y decidi comentarle mi repentina iluminacion.

— jLo he descubierto! jPor qué ganas siempre! Te miraba volver de
la barra, y de pronto pensé: andar de ebrio.

— Los ebrios no andan, se tambalean. jPero yo s6lo bebi dos
cervezas!

Me apresuré a aclararle que el giro elegido no contenia ninguna
alusion personal. El “andar de ebrio” — también llamado, con
menos pintoresquismo, andar aleatorio— es un concepto
matematico: el movimiento de un punto que se desplaza a lo largo
de una linea, a la izquierda o la derecha, al azar. O en una figura
con forma de cuadricula, dando pasos aleatorios hacia el norte, el
sur, el este o el oeste. En 1960 Frederik Pohl escribié un cuento de
ciencia ficcion titulado “Andar de ebrio”, y lo describi6é de este modo:
Cornut recordaba el concepto con afecto y claridad. Habia sido
estudiante de segundo ano, y el maestro era el viejo Wayne; el

audiovisual habia consistido en un titere ebrio que se alejaba de un
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poste en miniatura con pasos ebrios y aleatorios en direcciones
ebrias y aleatorias.

Para simular el andar de ebrio mas simple, solo se necesitan una
regla de 30 cm y dos monedas. Una moneda actiia como senalador,
la otra como generador de numeros aleatorios. Situe la moneda-
senalador en 15 cm. Arroje la otra. Si sale “cara”, mueva la moneda-

senalador 1 cm a la derecha; si sale “ceca”, muévala a la izquierda

(figura 2.1).
I~
f 200 || 12511 | i3 |
I
| |

Figura 2.1. Equipo para una excursion aleatoria.

De acuerdo con la teoria de las probabilidades, después de n
movimientos usted estara a una distancia de Vn cm del medio.
(jInténtelo!) A pesar de ello, las probabilidades de regresar
eventualmente al medio son 1 (certidumbre). Por otra parte, en
promedio se tarda un tiempo infinito en llegar alli. El andar de ebrio
tiene sus sutilezas. Con un andar ebrio en una cuadricula, usted
aun tiene una probabilidad 1 de regresar al centro; pero en tres
dimensiones la probabilidad de regresar al centro es de O, 35. Un

ebrio perdido en el desierto eventualmente llegara al oasis; pero un
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astronauta ebrio perdido en el espacio tiene una probabilidad sobre
tres de llegar a casa. Tal vez debieron informarle eso a ET.

Anos atras un teodrico de las probabilidades me dijo que el espacio
dimensional minimo donde las probabilidades de llegar a casa son
inferiores a 1 es un espacio de 2, 5 dimensiones, pero nunca
entendi por qué.

Como usted ve, los matematicos han trabajado mucho sobre el
andar aleatorio. Es importante. Por ejemplo, crean modelos de la
difusion de las moléculas en las colisiones aleatorias dentro de
gases y liquidos. Y se los puede usar para analizar los juegos de
azar.

Tales como el tenis.

Dennis dijo que no entendia la conexion.

— Pero hay una — dije—. Presta atencion y te explicaré por qué.
Empecemos con algo mas simple. Supongamos que Angus y
Bathsheba se turnan para arrojar una moneda. Si sale cara, Angus
obtiene un punto. Ceca, Bathsheba gana el punto. Angus triunfa si
aventaja a Bathsheba por tres puntos; y Bathsheba gana si aventaja
a Angus por tres puntos. Si ninguno de los dos gano al cabo de diez
tiros, hay empate. ¢Entiendes?

— Ese juego no es fisica ni intelectualmente interesante — mascullo
Dennis.

— Correcto, genio. ¢Qué probabilidades de ganar tiene Angus?

— ¢Cincuenta y cincuenta? Oh, no. También pueden empatar. Una

probabilidad sobre tres.
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— Entiendo. Puede ganar, empatar o perder. Tu crees que cada una
de las tres cosas es igualmente probable. Como arrojar una
moneda: puede caer cara, ceca o de canto, asi que la probabilidad
de que caiga de canto es una sobre tres.

No le agrado mi tono sarcastico.

— De acuerdo, sabihondo. ¢Cual es la probabilidad de ganar?

— No lo sé.
— Jal
Angus
D
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Figura 2.2. Angus y Bathsheba arrojan una moneda.

— Pero si me pasas la servilleta lo deduciré. — Y me puse a dibujar
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un diagrama (figura 2.2).

— ¢Qué es eso?

— Estoy marcando el puntaje total de Angus arriba, empezando
desde O, y el de Bathsheba al costado. Luego deduciré de cuantos
modos el juego puede llegar a cada posicion legal. Luego contare
cuantas son victorias para Angus. Bien, eso es lo esencial, pero en
realidad debo ser mas cuidadoso: llegaré a eso dentro de un
instante.

Escribi una hilera de numeros 1 arriba y otra al costado.

— ¢Para qué tantos numeros 1?

— Significan, por ejemplo, que hay un solo modo de que Angus gane
3:0. Tiene que ganar los tres primeros tiros.

— Ah.

— Pero hay dos modos de llegar a un puntaje 1:1.

— Entiendo. O Angus o Bathsheba gana el primer tiro, luego pierde
el segundo.

— Exacto. En otras palabras, el puntaje del tiro anterior es 1:0 o 0:1
a favor de Angus o Bathsheba... lo cual se corresponde con los
cuadrados de arriba y a la izquierda del cuadrado 1:1. Cada cual
contiene un 1, y simplemente sumamos los dos numeros.

“El mismo método nos permite deducir de cuantos modos el juego
puede llegar a cualquier posicion dada, digamos m:n. La posicion
previa era o bien (m-1): n o bien m : (n-1), y ésas son las posiciones
de arriba y de la izquierda. Sumalas e incluyelas. Desde luego tienes

que resolver sistematicamente los posibles resultados. Por ejemplo,
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la Ginica razéon que conozco para poner 9 en el cuadrado 3:2 es que
ya tenga 3 en el 3:1 y 6 en las posiciones 2:2. ¢De acuerdo?

— Comprendido.

— Y no incluyes cuadrados donde un jugador ya gano, porque alli
se detiene el juego. El numero de 3:5, por ejemplo, no es la suma de
los numeros de 3:4 y 2:5, porque en 2:5 Bathsheba gano y se detuvo
el juego.

— Se esta complicando, amigo.

— Pamplinas, so6lo tienes que ser sistematico y tomar en cuenta las
reglas del juego. Ahora bien, Angus gana si el puntaje es 3:0, 4:1,
3:2 o 6:3, y Bathsheba gana si es 0:3, 1:4, 2:5 o 3:6. Marcaré esos
cuadrados con un borde sombreado.

— Y 7:47

— Dije que el juego se detiene a los diez tiros. Eso pasa en los
puntajes de 4:6, 3:5 y 6:4. En esos cuadrados pondré un borde
negro. jAlli tienes!

Examinamos el diagrama.

— Angus ganade 1 + 3 + 9 + 27 modos — dijo Dennis—. Eso es 40.
Pierde de 40 modos, y hay empate de 324 modos. Eso significa 40 +
40 + 324 = 404 posibilidades en total. Asi que sus probabilidades de
ganar son de 40/404, lo cual es 0, 0990099. Aproximadamente una
sobre diez. No me convence. Debes de haber cometido un error.

— En absoluto. Ta cometes un error. El mismo de antes: supones
que cada caso tiene iguales probabilidades. Pero como los juegos

continuan por diferentes cantidades de turnos, no son igualmente
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probables.
Compré dos cervezas mas y mientras bebia senalé que la Teoria de
las Probabilidades se basa en dos (jhip!) principios basicos (jhip!).
1. Para obtener la probabilidad de un conjunto de eventos se
suman las probabilidades individuales.
2. Para obtener la probabilidad de dos eventos independientes
que ocurren por turnos se multiplican sus probabilidades en

conjunto.

Por ejemplo, si uno arroja un dado la probabilidad de cada puntaje
en la gama de 1 a 6 es 1/6, porque todos los resultados tienen igual
probabilidad. La probabilidad de arrojar un S o bien un 6 es de
(1/6) + (1/6) = 1/3. Por otra parte, si arrojamos dos dados, por
ejemplo uno rojo y uno azul, la probabilidad de que el rojo sea Sy el
azul sea 6 es de (1/6)x(1/6) = 1/36.

— Para obtener la respuesta correcta — dije—, tan s6lo hay que
aplicar las reglas. En cada tiro, Angus tiene una probabilidad 1/2
de ganar, al igual que Bathsheba. Asi que cada movimiento hacia
un cuadrado del diagrama, al costado o abajo, multiplica las
probabilidades en 1/2. Las probabilidades de que gane Angus 3:0
son (1/2)x(1/2)x(1/2), o 1/8. Las probabilidades de que gane 4:1 no
son 3/8 sino 3/32, porque eso implica dos tiros mas. Asi que sus

probabilidades de ganar son
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l+3+9 +2?
8 32 128 512

lo cual significa 175/512, aproximadamente 0, 3418.

Dermis lucia satisfecho consigo mismo.

— Te dije que tenia una probabilidad sobre tres de ganar. — Y
anadio “jAy!” cuando le di un puntapié.

— Para corroborar el calculo, Dermis, observaras que las
probabilidades de empate son de 324 /1024, las probabilidades de
que gane Bathsheba son de 175/512 y la suma de las tres

fracciones es

1?'5+ 324 +1?5—1
512 1024 512

si no he cometido ningun error.

— Eres un genio. ¢Pero qué tiene que ver todo esto con el tenis?

— Es lo mismo, aunque con reglas diferentes. El tenis consiste en
una serie de puntos o points, que conducen a games, que conducen
a sets, que conducen a un match. Para mantenerlo simple,
supongamos que Angus y Bathsheba juegan un game de tenis. En
cada point, Angus gana o pierde, y Bathsheba gana o pierde. El
ganador del game es el primer jugador que obtiene cuatro puntos. A
menos que el puntaje llegue a tres en total, en cuyo caso...

— ¢Qué clase de puntaje es tres en total en tenis?
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— Empate. Mira, el tenis tiene un sistema tonto para contar que va
15, 30, 40, game en vez de 1, 2, 3, 4, eso es todo. El “40” es en
realidad “45”, pero la gente se volvid perezosa; supongo que un
game es en realidad 60. Originalmente debi6é de haber una razon,
pero ignoro cual fue y ahora es tradicional.

“Cuando el puntaje llega a empate, el game contintia hasta que uno
de ambos jugadores aventaja al otro por dos puntos.

“Puedes representar un partido de tenis en un diagrama, tal como el
que trazamos para el juego de arrojar las monedas. — Fui hasta el
anaquel, traje un libro de puntajes de tenis y escogi uno al azar—.
Mira, aqui esta el quinto game del segundo set de la final de singles
masculinos de 1987 en Wimbledon. Pat Cash contra Ivan Lendl.
Cash ganaba 3-1 en el segundo set y estaban un set a cero. Lendl
sirvio y perdio. He aqui el puntaje. (Figura 2.3)

— Oh, entiendo. Muy ingenioso, el modo en que un game empatado
baja por ese curioso zigzag.

— Lo mismo ocurre en los tie-breaks: lo veras cuando llegue alli. En
principio un game puede continuar para siempre. Desde luego, las

probabilidades de que eso ocurre ascienden a cero.

38 Preparado por Patricio Barros



Ingeniosos encuentros entre juegos y... www.librosmaravillosos.com Ian Stewart

Cash
0 15 30 40 game

-

0

L ]

‘ i b
= |15 ¢
gi v |
_Jl;;o °
40 p4
game ‘*-‘*'—9‘
ol o
¥
Lu»no-u»o—o
|
™ e
\ b, %
L) o’)/@. 125
R
®, T A
P ®
b, % b
D, TR Q
o o, N
o3 2 %
%, O
L)
/4

Figura 2.3. Pat Cash y Ivan Lendl juegan al tenis: Lendl sirve.

“De cualquier modo, puedes atribuir niumeros a los cuadrados, de
la misma manera: cada cuadrado contiene la suma de los numeros
que estan inmediatamente arriba y a la izquierda, a menos que esos
cuadrados representen el final de un game, lo cual sé6lo importa en
un gante empatado (figura 2.4).

“Desde luego, las probabilidades de que un jugador determinado
gane un punto ya no son 1/2. Los mejores jugadores ganan puntos
con mayor frecuencia, de ahi mi queja cuando nos sentamos. Para

mantenerlo simple, daré por sentado que la probabilidad es siempre
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— Pero... — objeto Dermis.
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Figura 2.4. Combinatoria de un juego de tenis.

Ian Stewart

— Pero los jugadores tienen mas probabilidades de ganar si ellos

sirven... si, lo sé. Pero empecemos con algo simple. El mismo

meétodo se hara cargo de diferentes probabilidades segun quién

sirva, pero se pone muy complicado en tal caso.

“Asi que Angus gana cualquier punto dado con una probabilidad p,

y pierde con una probabilidad g, lo cual debe ser iguala 1 — p.
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“Ahora bien, cada movimiento horizontal es un punto ganado por
Angus, asi que tiene probabilidad p, mientras que un movimiento
vertical tiene probabilidad g. Por ejemplo, la probabilidad de que
Angus gane el game 30 es de 10p*g? porque el cuadrado del game
30 contiene el numero 10, y esta a cuatro cuadrados horizontales y
dos verticales del punto de partida. Su probabilidad total de ganar
es p* + 4p*q +10p*q?, mas lo que surja cuando el game vaya
empatado.

“Los empates complican un poco las cosas. Pero veamos como van
los numeros que representan triunfos de Angus en la diagonal: 10,
20, 40, 80, 160,... duplicandose todo el tiempo. Tenemos que sumar

una serie infinita

10p*g?+ 20p°q® + 40pbq* + 80p’q° +...

y luego anadir p* + 4p*q. Ahora la serie infinita es

10p*q? (1 + 2pg + 4p2q® + 8p3g3 +...)

y la expresion entre paréntesis es una progresion geométrica.

— jLas estudié en la escuela!

— ¢Recuerdas cual es la suma?

— No. Jamas le vi mucho sentido a estas cosas.

— 1+r+rP+r+..=1/(1-r. Siempre que -1 < r < 1, desde luego.

jAhora ves para qué sirve! Francamente, me asombra que juegues
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tan bien al tenis sin saber como se suma una progresion
geomeétrica. De todos modos... Cada término es 2pqg veces el
anterior, asi que la expresion que esta entre paréntesis es 1/(1-2pg).
Con lo cual, las probabilidades que tiene Angus de ganar son

exactamente

p* +4p*q+ iﬂ_p—;;;

¢No es una belleza?

— La belleza esta en los ojos de quien la contempla — dijo Dennis—.
Permiteme invitarte con otra cerveza. Debes de tener sed después de
tantos calculos. — Se levant6 con esfuerzo—. Yo tengo sed, sin duda
— mascullé mientras daba un paso tambaleante.

Mientras €l se abria paso hasta la barra, deduje mis probabilidades
de ganarle un game, dando por sentado que mi probabilidad de
ganar un punto fuera de uno sobre tres. Eso significaba p=1/3, g =
2/3, y la formula me daba una probabilidad de 35/243 = 0, 144.
Aproximadamente 1/7.

— Dennis: si tengo una probabilidad sobre tres de ganar cada
punto, sé6lo tengo una sobre siete de ganar un game. {Con razon
siempre me ganas! Las reglas del tenis amplifican las diferencias
entre los jugadores. Apuesto a que la amplific... (jhic!) amplific...
apuesto a que crece aun mas si tomas en cuenta los sets y los

matches.
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— Tal vez, amigo. Pero es hora de irse.

— ¢Por qué? Solo empezaba a...

— Cierra la barra.

Para superar la resaca pasé la manana siguiente deduciendo qué
ocurre cuando se toman en cuenta los sets y los matches. Los
métodos son similares a los que he descrito, asi que sintetizaré los
resultados.

Primero, recordemos las reglas.

En los singles masculinos, un match consiste en un maximo de
cinco sets. Un jugador debe ganar por lo menos tres sets, y estar
dos sets o mas por delante del oponente, excepto en un puntaje 3-2.
Para ganar un set, el tenista debe ganar por lo menos seis games, y
llevar dos o0 mas games de ventaja. Un set en la posicion 6-5 o 5-6
continua por un game mas, y se gana si el puntaje va a 7-5 o 5-7. Si
un set llega a 6-6, se pasa a un tie-break, excepto por el quinto set
de un match, en cuyo caso continua indefinidamente hasta que un
jugador lleva dos games de ventaja.

Un tie-break es muy parecido a un game normal. Sin embargo, el
puntaje va 0, 1, 2, ..., como los games de un set y no como los
puntos de un game. Para ganar, hay que anotar por lo menos 7, y
llevar por lo menos dos puntos de ventaja.

Antes de la introduccion de la regla del tie-break o ruptura del
empate, todos los sets continuaban hasta que uno de los bandos
llevaba dos games de ventaja. En un match doble del 15 de mayo de

1949, F. R. Schroeder y R. Falkenburg jugaron contra R. A.
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Gonzalez y H. W. Stewart (todos de los Estados Unidos) y ganaron el
primer set por un margen de treinta y seis games contra treinta y
cuatro. El puntaje final fue 36-34, 3-6, 4-6, 6-4, 19-17, y el match
tardo cuatro horas y tres cuartos.

Eso explica por qué se cambiaron las reglas.

Los diagramas de un game tie-break, un set con o sin tie-break, y un
match, se muestran en las figuras 2.5-2.8. Las formulas
correspondientes a las probabilidades de ganar se muestran en el
recuadro 2.1. Usted podra entender como se derivan de los
diagramas. La P mayuscula significa “probabilidad de ganar”, no
importa lo que siga entre paréntesis. Si el juego puede continuar
indefinidamente, la formula incluye la suma de una progresion
geomeétrica infinita.

Las reglas para los singles femeninos son un poco distintas. Un
match se puede ganar o bien por dos sets contra cero o bien por dos
sets contra uno. Se juegan tie-breaks en cada set. Usted puede

efectuar este analisis por su cuenta.
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Angus
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Figura 2.5. Tie-break
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Bathsheba

tie-break

Figura 2.6. Set con tie-break

46 Preparado por Patricio Barros



Ingeniosos encuentros entre juegos y... www.librosmaravillosos.com Ian Stewart

Bathsheba

Figura 2.7. Set sin tie-break
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Angus

Bathsheba

Figura 2.8. Match

Combinando todas las formulas usted puede, en principio, llegar a
una expresion explicita para la probabilidad de ganar un match de
tenis. He indicado como hacerlo con las flechas del recuadro 2.1:
sustituya p por la expresion del recuadro que esta en la cola de la
flecha, y sustituya g por uno menos esto. En realidad no llevé a
cabo todo el procedimiento, porque el resultado seria enorme. Cada
p o g de una formula se transforma en una expresion total a partir

de la formula anterior, y las complicaciones son anonadantes.

Recuadro 2.1
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Game, set y match: probabilidades de ganar

Game
p=P(point),g=1-p

4 4 10p44?
p +apg+ 1= 2p¢

Tie-break
p=P(point),q=1-p

p +7p'q +28p7  +84p’q" + 210p°¢" + 5L

1= 2pq

Set con tie-break
p=P(game),g=1-p

pt+6pq+21p°%7 +56p°g +126p°" +252p°¢" +

_’
504p°q"P ( tie-break)

Set sin tie-break
p=P(game),qg=1-p

pt+6pta+21p°  +56p°  + 'ﬁ';:

Match
p = P( Setcon tie-break ),q =1—p
—D{ p’ +3p "q + 6p 2qu (set sin tie-break)

Sin embargo, usted puede sustituir valores de una formula a la
siguiente, y he demostrado lo que ocurre en la figura 2.9. Esto
brinda una tabla, y un grafico, de la probabilidad de ganar un
match en un single masculino si su probabilidad de ganar cada
punto es p.

Le mostré todo esto a Dennis la noche siguiente.
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0.1 0

0.2 10%

03  45x10 E

0.4 4.4x10™* +

0.5 0,5

06 09995 r

0.7 09999 oL

08 0999 e I cae )
09 1 0 0,5 1
10 1 point

Figura 2.9. Calculando la probabilidad de ganar.

— ¢Bathsheba deberia jugar singles masculinos? — objeto.

— Es muy liberada. Esta pensando en cambiarse ese nombre por
“Boris”. Ahora, cierra el pico y escucha. Observa que el grafico es
chato en cada extremo, pero se eleva abruptamente en el medio.
Con una probabilidad de mas de O, 6 de ganar cada punto, tu
probabilidad de ganar el game es de casi 1. Las reglas del tenis
favorecen al mejor jugador.

Me mir6 por encima de la cerveza, perplejo.

— Pero esta bien, ¢no crees? El mejor jugador merece la mejor
probabilidad de ganar.

— Es cierto.

— Pero dices que todo esto depende de la suposicion de que la
probabilidad de ganar un punto sea siempre la misma. No es muy
rea lista.
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— Te refieres a la ventaja de servir.

— jCorrecto! El jugador que sirve tiene mucha mayor probabilidad
de ganar el punto que el que recibe... exceptuando a un servidor,
desde luego.

— Hmm.

— Muestra qué importante es servir.

— Podria rehacer los calculos.

— No te molestes por mi. Recibi el mensaje. Puedes aplicar la teoria
de las probabilidades al tenis. — Se prosterné burlonamente y
apoyo la cabeza en el piso—. jCreo, creo!

Ignoré su parodia.

— Mm, pero podria ser interesante... El modo en que el puntaje
amplifica las ventajas significa que cada jugador tiene una
probabilidad cercana a 1 de ganar el game donde sirve... siempre
que su probabilidad de ganar un punto supere el 1/2. Eso tiende a
actuar de modo opuesto, lo cual nivela el juego. ¢Donde esta ese
lapiz?

— Aguarda — dijo Dennis, reclinandose en la silla—. Antes de que
cubras el mantel con formulas algebraicas, responde una cosa.
Segun esta teoria tuya, ¢qué probabilidad tienes de ganarme a mi?
— Bien — dije—, segiin mis calculos, si tengo una probabilidad 1/3
de ganarte un punto, mi probabilidad de ganar un match es de O,
000 000 027, es decir una sobre treinta y siete millones.

— Yo dejaria la teoria tal como esta. Para mi luce perfecta.
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Soluciones

point match

0 0

0.1 0

0.2 10-22

03  a5¢0M g |

04  44<0* § |

0.5 0.5

06 09995

0,7 09999

0.8 09999 i

0.9 1 0%

10 1 RIS T (G U W e, S

0 05 |

Figura 2.10. Calculando la probabilidad de ganar singles femeninos.

La probabilidad de ganar en un single femenino es p? + 2p?q, donde

p = P (set con tie-break)y qg=1 - p.

El grafico que muestra como esto varia con la probabilidad p = P

(point) aparece en la figura 2.10.

Otras lecturas
e R. Hersh y R. J. Griego: “Brownian Motion and Potential
Theory”, Scientific American (marzo 1969), pags. 66-74.
e Mark Kac: “Probability”, Mathematics in the Modern World,
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comp. Morris Kline, San Francisco, Freeman, 1968.

e Morris Kline: Mathematics in Western Culture, Harmondsworth,
Penguin, 1972.

e N. Kolmogorov: “The Theory of Probability”, Mathematics: its
Content, Methods and Meaning, comp. A. D. Aleksandrov,
Boston, MIT Press, 1963.

e Frederick Pohl: Drunkard’s Walk, Londres, Gollancz, 1961.

e Warren Weaver: Lady Luck, Nueva York, Dover, 1963.
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Capitulo 3

El laboratorio de infinormatica

Sono el teléefono. Era Philippe Boulanger, director de Pour la Science.
— El tema especial de este mes son los grandes sistemas de
informatica. Quiero que escribas algo sobre eso para “Visions
Mathématiques”.

— iEso es para la columna de informatical — protesté—. Mi
columna es para personas que no tienen ordenadores, no quieren
ordenadores, que quizas odien los ordenadores...

— Sé que puedes hacerlo --dijo—. El plazo de entrega vence este
jueves. — Y colgo.

Empecé a sentir un sudor frio rayano en el panico. Necesitaba
ayuda, y deprisa. Tenia que acudir a un experto. Un rayo de luz...
Una rapida visita a mi viejo amigo el doctor Zebedee J. J.
Bunnydew, del principal centro de investigacion de la Salmigondis
Corporation en la ciudad de Kluzmopodion. No es tan facil como
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parece, porque Kluzmopodion esta en el planeta Ombilicus, a mil
millones de anos luz (y algunos metros) de la Tierra, en la direccion
del ojo derecho de la constelacion de Orion. Sin embargo, hay una
distorsion espaciotemporal en un rincon de mi jardin (detras del
frambueso) que conduce directamente a Ombilicus. Asi fue como
habia conocido al doctor Bunnydew: cai en la distorsion mientras
desbrozaba la maleza. Cerciorandome de que los vecinos no
observaran, pasé por la distorsion, y luego consegui un aventon
hasta Salmigondis Corporation en un vehiculo Brontosaurio.

— (¢Grandes sistemas informaticos? — dijo Bunnydew—. Puedo
decirte mucho sobre eso, pero no puedo.

— ¢Puedes pero no puedes?

— Secreto maximo. Tarea gubernamental clasificada. — Se me
acercoO para susurrarme— : El contrato de la Guerra del Cuasar. Es
tan secreto que ni siquiera puedo hablar conmigo mismo. Pero
tienes suerte. Tengo algunas ideas tan alocadas que aun no hablé
sobre ellas con la gente de seguridad. ¢Grandes sistemas
informaticos? No los hay mas grandes de los que yo planeo, te lo
aseguro. jSigueme!

Me condujo por un corredor hasta una habitacion diminuta. Habia
un letrero pegado a la puerta, con un solo simbolo: Tal vez era la
habitacion 8 y el letrero se habia caido. Pero no lo creia. Habia visto
ese simbolo en alguna parte.

— Este — dijo Bunnydew con tono conspiratorio— es el laboratorio

de infinormatica.
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¢Infinorm...? (Claro! jEra el simbolo de infinitud! ¢Pero queé
demonios era infinormatica? Pronto lo averiguaria.

Entramos. Bunnydew abrido una gaveta y extrajo una pieza de
plastico negro de 5 mm de anchura. Habia una doble hilera de
alfileres de metal en el costado. Pude ver hasta un metro de esa
cosa; luego desaparecia dentro de la gaveta.

— Parece un chip de circuitos integrados — dije—. Pero mas largo.
— Mucho mas largo — dijo Bunnydew—. Estas mirando un extremo
del BIL, el chip Lineal Infinito Bunnydew para memoria RAM, una
memoria para ordenadores con una cantidad infinita de posiciones,
cada cual capaz de almacenar un digito binario de forma eléctrica.
Si la electricidad esta presente en una posicion dada, el digito es 1,
de lo contrario es 0. Las secuencias de O y 1 pueden codificar
cualquier tipo de informacion. Un BILRAM puede almacenar no solo
toda la informacion del universo, sino que puede almacenar una
cantidad infinita de informacion.

— Entiendo por qué dejas la mayor parte en la gaveta.

— Bien, si, es dificil de manejar. Tengo que guardarla en un campo
compresor infinito pandimensional, pero no te preocupes por los
detalles técnicos.

— ¢Las senales eléctricas no tardan mucho en llegar de un extremo
al otro?

— En rigor soélo tiene un extremo, el que tengo en la mano. El otro
“extremo” continta eternamente. Pero si, tardan infinitamente

mucho.
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Sugeri que esto no era muy practico. Bunnydew estuvo de acuerdo.
— Pero el BILRAM sigue siendo muy interesante. No necesita fuente
de alimentacion.

No le crei.

— ¢cY qué hay de la Ley de la Conservacion de la Energia?

— No se aplica a un sistema infinito — dijo airosamente—.
Permiteme explicar. El BILRAM esta hecho de silicio, que es un
semiconductor. Sus  posiciones de memoria funcionan
eléctricamente. La energia eléctrica se obtiene de los electrones.
Ahora bien, si sacas un electron de un semiconductor, tienes lo que
los fisicos llaman un agujero.

“Supongamos que empiezo con un BILRAM donde todas las
posiciones de memoria contienen un cero binario: no hay electrones.
Tampoco agujeros: neutro. ¢Entiendes?

— Claro.

— Bien. Ahora, creo un electron en la posicion 1 pidiéndolo
prestado a la posicion 2.

— jPero eso deja un agujero en la posicion 2! jLa energia se
conserval

— No te apresures, muchacho. Porque también saco un electron de
la posicion 3 y lo pongo en la posicion 2. Eso llena el agujero de la
posicion 2, pero desde luego crea uno en la posicion 3. Lo soluciono
pidiendo un electron a la posicion 4. Supongamos que pido
electrones infinitas veces. Por cada entero n = 2, 3,... saco un

electron de la posicion ny lo pongo en la posicion n— 1 (figura 3.1).
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¢Qué obtengo?

Pensé en ello.

— Tienes un electron en la posicion 1. Todas las demas posiciones
pierden un electron pero ganan otro... asi que permanecen

neutrales. Pero desde luego tienes un agujero en el infinito.

ENENENEDNENED
LICIEne
hd

3 B 5 6

AZARCARUARTY

3 4 5 6

IO ©,
< [

Figura 3.1. Los pares de agujeros de electrones son eléctricamente
neutros. Si los electrones (negros) se desplazan por un sistema
infinito de agujeros, es posible crear un electron libre a partir de la

nada, en violacion de la Ley de Conservacion de la Energia.

— Pues no. El infinito nunca entra en ello. Cada posicion
corresponde a un valor finito de n. No, pongo un electron en la
posicion 1 mientras todo lo demas termina tal como empez6. Y eso
no es todo. Imagina un BILRAM totalmente lleno con una cantidad
infinita de informacion...

— ¢Eh? ¢Como puedes tener una cantidad infinita de informacion?

— ¢Queé te parece una lista completa de los numeros primos? jClaro
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que puedes tener una cantidad infinita de informacion! Aqui en el
laboratorio tengo un BILRAM lleno... se llama el archivo galileo
(figura 3.2). jApuesto a que no adivinas qué hay en él! De todos
modos, supongamos que tienes un BILRAM totalmente lleno, y

quieres anadirle mas informacion. ;Qué haces?

T | 1 | V‘ | ! B |
[_0'111‘00.0 111 O|O;‘O‘010;011‘,110 0,1!;

- S— i

Figura 3.2. El comienzo del archivo GALILEO, que contiene una
cantidad infinita de informacion. :Qué almacena el archivo y como

esta codificada la informacion?

— jNo puedes hacer nadal Si el chip esta lleno, no hay mas espacio.
— Lo hay en un chip infinito. Olvida los electrones, y piensa en el
modo en que se movieron los agujeros.

Pensé: Supongamos que tienes una lista de digitos binarios que se
lee 101100011000... pero has olvidado el 1 inicial. Los incluiste
todos en un BILRAM, en orden, 01100011000... no hay espacio
para el 1 faltante en el otro extremo, porque no hay otro extremo.
jDesde luego! ¢Adonde fueron los agujeros? jEl truco del electron a
la inversal!

— Mueves todo una posicion hacia arriba — dije—. La informacion
de la posicion 1 va a 2, la de 2 va a 3, y asi sucesivamente... Eso

deja la posicion 1 libre para la nueva informacion. (Figura 3.3)
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Figura 3.3. Para anadir un digito 1 al principio del archivo GALILEO

0

lleno, sélo desplazamos cada digito un lugar hacia arriba.

— Correcto. Asi que infinito mas uno es infinito. — Escribio “co + 1 =
©” en una libreta—. Una de las muchas paradojas del infinito. El
todo puede ser igual que la parte. Pero continuemos. ¢Qué ocurre si
tenemos varios datos nuevos para anadir?

— Mueves todo hacia arriba la cantidad necesaria de veces.

— jExcelente! Y esto te demuestra que si sumas un numero finito al
infinito, tienes de nuevo infinito, ¢si?

— Supongo que si... Todo depende de lo que quieras decir con
“sumar”.

— Empiezas a ser cauto con la infinitud. Me gusta eso. Sin duda
ahora puedes deducir como sumar una cantidad infinita de datos
nuevos a un BILRAM entero.

— Lo mueves para arriba una cantidad infinita de... Oh no, todo se
desarma en el extremo de la infinitud.

— Pero la infinitud no tiene extremo.

— Aun asi — dije con empecinamiento—. Sin duda. Aunque no haya

un extremo en el cual desarmarse. Si mueves la informaciéon una
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cantidad infinita de veces, la pierdes toda.

— Correcto.

— Entonces no se puede hacer.

Zebedee J. J. Bunnydew rio.

— ¢Congque infinito mas infinito te da un infinito mas grande?

— Si. jNo! jEstoy confundido! El infinito es lo mas grande que hay.
No puedes tener infinitos de dos tamanos...

Meneo la cabeza tristemente.

— Te equivocas de nuevo. Tu matematico terrestre Georg Turner se
revolveria en la tumba. Pero eso es irrelevante. Para anadir una
cantidad infinita de informacion a un BILRAM lleno, s6lo mueves el
contenido de la posicion 2 a la posicion 2n. Eso libera todas las
posiciones impares... infinitas.

— jEs como barajar un mazo de naipes! — exclameé excitado. (Figura

3.4)

| DOONO
\\\\\ .

I/////,

1|olo 101

=3 i 1 )|

Figura 3.4. Al barajar dos listas infinitas creamos una sola lista del
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mismo tamano.

— Excelente imagen, amigo mio. Si... si coges dos mazos infinitos de
naipes y los barajas, obtienes un solo mazo, del mismo tamano que
cada uno de los dos con que empezaste. Asi que ®© + © = 0o, como
cabe esperar.

“E incluso puedes acomodar una cantidad infinita de conjuntos de
informacion infinita. jEmpiezas a ver las virtudes de mi BILRAM!
Una memoria que nunca se llena; o mejor dicho, si se llena solo
desplazas el contenido y creas un espacio nuevo a partir de nada.
Senalé que todo esto tardaba un tiempo infinito en ocurrir.

— Tu me preguntaste por sistemas informaticos grandes — replico
Bunnydew—. No rdpidos. — Sonrio—. Desde luego, si yo pudiera
efectuar el primer desplazamiento en un segundo, el siguiente en
medio segundo, el tercero en un cuarto de segundo, y asi
sucesivamente, la tarea quedaria concluida en dos segundos.

— Ridiculo. No puedes superar la velocidad de la luz.

Me mir6 socarronamente.

— ¢Entonces como llegaste aqui, a mil millones de anos luz (mas
algunos metros) de la Tierra, sin traer siquiera un emparedado para
comer en el viaje?

Me sonroje.

— Bien, excepto por las distorsiones espaciotemporales...

— Por mencionar un solo método. Estoy trabajando en un diseno

mejorado de memoria RAM infinita que evita ese problema. — Abrio
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otra gaveta y saco un boceto (Figura 3.5)—. El chip Bunnydew
Dorado de memoria RAM — dijo con orgullo—. Déjame recordarte
los dos principios basicos de la manufacturacion de chips. Uno:
repeticion. Dos: miniaturizacion fotografica. Notaras que el diseno
consiste en infinitas repeticiones de la misma unidad basica, pero
continuamente reducidas en tamano. La unidad basica, desde

luego, es una posicion de memoria.

Figura 3.5. El chip Bunnydew Dorado de memoria RAM, donde la

misma unidad de memoria se repite con infinita frecuencia.

Zebedee J. J. Bunnydew habia creado una nueva camara de zoom
infinito que permitia reducir una fotografia a cualquier tamano, por
pequeno que fuera. El circuito basico de memoria ocupaba un
cuadrado. Habia resuelto el problema de introducir una cantidad
infinita de cuadrados en un chip rectangular usando un rectangulo
cuyos lados estaban en la aurea proporcion <p. Si se extrae un

cuadrado de semejante rectangulo, el rectangulo restante tiene

63 Preparado por Patricio Barros



Ingeniosos encuentros entre juegos y... www.librosmaravillosos.com Ian Stewart

exactamente la misma forma que el original. El valor exacto de ¢ se
puede calcular a partir de esto, y es (1 + ¥5)/2 = 1, 618034...

— Este diseno — dijo con orgullo Bunnydew— garantiza que, si se
desplaza una posicion de memoria, el resto del chip es exactamente
igual a la totalidad, pero reducido en tamano. Mis nuevas técnicas
de fotografia recursiva... Epa, son ultrasecretas... Olvida que lo
mencioné. De todos modos, como el tamano total es infinito, la
velocidad de la luz ya no es un factor limitativo. Ademas, es el Ginico
chip existente que se puede reducir tanto como desees... y por lo
tanto con la velocidad que desees... con so6lo cortarle partes.

— Impresionante — admiti. Me asalt6 una duda—. ¢Funciona?
¢Qué ocurre cuando las unidades alcanzan un tamano inferior al
del atomo?

— También encojo los atomos.

— Se me encoge la cabeza — dije—. Uno de nosotros necesita un
psiquiatra.

— Admito que he tenido problemas al hacer una emulsion
fotografica de resolucion infinita. Pero eventualmente hallaré el
modo. — Guardo el diseno en la gaveta y la cerro—. Y cuando lo
haga, también podré concretar el diseno de un reloj digital de
precision infinita que muestre la hora correcta hasta una cantidad
infinita de posiciones decimales usando un visor de cristal liquido
de rectangulo aureo que es casi...

Para aplacarlo, traté de distraerlo.

— Conozco una adivinanza sobre maquinas infinitas — dije—.
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Imagina un interruptor de luz. Lo enciendes. Al cabo de un segundo
lo apagas. Al cabo de medio segundo lo enciendes de nuevo. Al cabo
de otro cuarto de segundo lo apagas, y asi sucesivamente. Apagas y
enciendes, cada vez mas deprisa, cada vez restando la mitad del
tiempo anterior. Al cabo de dos segundos, has encendido y apagado
una infinita cantidad de veces. ;Comprendes?

— Comprendo.

— La pregunta es: al cabo de esos dos segundos, ¢la luz esta
encendida o apagada?

La cara de Bunnydew cobr6 un aire misterioso. Titubeo.

— Apagada — dijo al fin.

— ¢Por qué?

— Porque reventaras el fusible si enciendes y apagas a tal velocidad.
Intenté darle un puntapié, pero me esquivo.

— jEh! — dijo, ocultandose detras de un banco de laboratorio—.

Me acabas de dar una idea maravillosa. Los ordenadores son soélo
combinaciones de interruptores. jPodria disenar un ordenador como
ese interruptor de luz! BUNNYRAC, el Ordenador de Aceleracion
Rapida Bunnydew. ¢Entiendes cuan potente seria un ordenador si
pudieras efectuar una cantidad infinita de operaciones en un tiempo
finito?

— Bien, mas potente que un Cray, sin duda...

— Nombra un famoso problema matematico irresuelto. Cualquiera
servira.

— Mm. La conjetura de Goldbach. Cada numero par es una suma
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de dos primos. Propuesto por Christian Goldbach en una carta a
Leonhard Euler el 7 de junio de 1742. Aun no esta resuelto.

— Bien. En BUNNYRAC, puedes demostrar que la conjetura de
Goldbach es atinada o erronea por ensayo y error. En el primer
segundo, pruebas todos los modos posibles de representar 2 como
una suma de dos primos, y desde luego obtienes 2 = 1 + 1.

— Pero 1 no es un numero primo.

— Ahora no lo consideran como tal, pero en tiempos de Goldbach si.
De lo contrario su conjetura habria sido obviamente falsa. Deja de
buscarle tres pies logicos al gato. ¢Donde estaba? Oh, si... en el
primer segundo pruebas el numero 2 para ver si es una suma de
primos. En el proximo medio segundo, pruebas el numero 4. En el
proximo cuarto de segundo, pruebas el numero 6; en el proximo
octavo de segundo, pruebas el 8, y asi sucesivamente. Al cabo de
dos segundos, has probado todos los numeros pares posibles. O
pruebas la conjetura de Goldbach, o encuentras un ejemplo que
demuestra su falsedad. Un método infalible.

— ijVayal — Ahora yo estaba entusiasmado—. También podrias
resolver otros problemas. El Ultimo Teorema de Fermat: una
potencia enésima perfecta no puede ser la suma de otras dos
potencias enésimas perfectas, pues toda n > 3. Puedes verificar cada
n por tumo, cada vez mas deprisa. Puedes verificar la hipotesis de
Riemann calculando todos los infinitos ceros de la funcion zeta.
Puedes averiguar si hay o no infinitos primos gemelos, numeros

primos que difieren por dos, como 19 y 17, verificando cada par
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posible. Puedes...

—...volverte mas ambicioso. Aun no has captado cuan grande es la
infinitud. Con BUNNYRAC puedes verificar todo teorema
matematico posible en dos segundos.

— ¢cQueé?

Bunnydew suspiro.

— Para demostrar teoremas, partes de una pequena cantidad de
afirmaciones basicas — axiomas, cosas que das por ciertas— y
aplicas una pequena cantidad de reglas de deduccion. En eso
consiste una de mostracion. Hay infinitas demostraciones posibles,
y por ende i ni mi tos teoremas posibles; pero solo hay una cantidad
finita de teoremas cuya demostracion tenga una longitud dada. Eso
significa que puedes arreglar todas las demostraciones posibles en
orden y verificarlas una por una, cada vez mas deprisa, en un
tiempo finito.

— Eso es realmente extravagante — dije—. y aterrador. jDejaria a
los matematicos sin trabajo! — Supe lo que debié de sentir Pandora
cuando abri6 esa caja...

Zebedee J. J. Bunnydew salio de atras del banco y me sent6é en un
taburete.

— No te preocupes, aun tenemos que resolver algunos
contratiempos. ¢Cuanto crees que tardara un ser humano en leer la
lista de todos los teoremas posibles si BUNNYRAC imprime una?
Soluciones

¢Qué contiene el archivo GALILEO
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0110001100000011001...

y como esta codificada la informacion? El nombre es una clave,
segun explicaré en seguida. La respuesta es “una lista de todos los
cuadrados”. Los cuadrados estan en binario, y la codificacion es la
siguiente. Una secuencia de n cantidad de ceros, terminada en 1,
significa que “los proximos digitos n son el proximo cuadrado de la
lista”. Luego viene el cuadrado; después de lo cual otra serie de
ceros terminados en 1 indica la longitud del proximo cuadrado.
(Estas secuencias 00 ... 01 se necesitan para que usted sepa donde
empieza y termina determinado item de la lista.) Asi el codigo se

decodifica:

01 sigue un numero de 1 digito
1 esl
0001 sigue un numero de 3 digitos
100 es 4 (en binario)
00001 sigue un numero de 4 digitos
1001 es 9 (en binario)

y asi sucesivamente.
¢El nombre? En los Discursos y demostraciones matemdticas de
Galileo (1638) el sagaz Salviati senala que “a cada cuadrado

corresponde su raiz”, es decir, hay exactamente igual cantidad de
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cuadrados perfectos que de numeros enteros... aunque la mayoria

de los numeros enteros no sean cuadrados. Otra paradoja de la

infinitud.
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Capitulo 4

El Ourotoro autovoraz

Una serpiente mitica del antiguo Egipto.
Un simbolo alquimico.

El descubrimiento del anillo de benceno por Kekulé.
Una teoria india del ritmo, con mil anos de antigtiedad.
Los siete puentes de Kénigsberg.

La teoria de los circuitos telefénicos.

Mapas de Venus hechos por radar.

cItems escogidos al azar? En absoluto. Todos tienen algo en comun,
pero usted nunca adivinara queé.
El hilo comun es una palabra sanscrita que no significa nada:

yamatardajabhanasalagam.
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La curiosa unidad de estas ideas fue descubierta en 1960 por
Sherman K. Stein, un matematico de la Universidad de California en
Davis. Buena parte de la historia que contaré se basa en el capitulo
8 de su libro Mathematics: the Man-Made Universe. Como veremos,
esta historia tiene sus vueltas.

La serpiente mitica del antiguo Egipto es Ouroboros, que se pone la
cola en la boca y continuamente se devora a si misma. Fue usada
como simbolo alquimico en la Edad Media. El quimico Friedrich
Kekulé inventé su famosa estructura anular para la molécula de
benceno después de sonar con Ouroboros. Hay un concepto similar
de “comerse la cola” en las teorias musicales de la antigua India, a
través de la palabra sanscrita mencionada. Esta palabra plantea un
problema matematico que se puede resolver aplicando ideas
utilizadas por Leonhard Euler para resolver el famoso problema de
los puentes de Konigsberg. Los resultados tienen aplicaciones a la
transmision telefonica y a los métodos usados para cartografiar la
superficie de Venus desde la Tierra usando un radar sensible.

Es una historia curiosa.

Y contiene algunas delicias de matematica recreativa, las cuales
plantean muchos problemas irresueltos adecuados para el
aficionado.

Stein descubrio6 la existencia de yamatdardjabhdnasalagam gracias a
un compositor, George Perle, quien le dijo que era una palabra
inventada como regla mnemotécnica para los ritmos. Lo importante

no son las vocales y las consonantes, sino el énfasis puesto en las
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silabas. Perle lo explicaba de esta manera: “Al pronunciar la palabra
se abarcan todos los trios posibles de ritmos breves y largos. Las
tres primeras silabas, ya ma ta, tienen ritmo breve, largo, largo. De
la segunda a la cuarta tenemos ma ta ra: largo, largo, largo. Y asi
sucesivamente”. Hay ocho trios de ritmos, largos o breves; se puede
verificar que cada cual aparece exactamente una vez en esa palabra
inventada.

Stein redujo la palabra a su contenido matematico usando O para
breves y 1 para largos, y asi la transformé en 0111010001. “Tras
mirar un rato la serie simplificada, reparé en algo encantador. Los
dos primeros digitos eran iguales a los dos ultimos; si yo formaba
un rizo con la serie, luciria como una serpiente que se mordia la
cola” (Figura 4.1). Llamo6 al resultado una “rueda de memoria”,
porque se puede comenzar en cualquier posicion, y desplazando un

espacio por vez generar todos los trios posibles de digitos O y 1:

=D
— =
b et et et
—
=0 O
[ [
o R e R ]
= o O
= o
—_

72 Preparado por Patricio Barros



Ingeniosos encuentros entre juegos y... www.librosmaravillosos.com Ian Stewart

Figura 4.1. Un anillo Ouroboros que contiene todos los trios de digitos

Oy 1.

Usemos un nombre mas pomposo, y denominémoslo anillo
Ouroboros.

Cualquier matematico alerta empezaria a hacer preguntas. ¢Hay
anillos Ouroboros para cuartetos de ceros y unos? ¢Quintetos?
¢Conjuntos de n miembros? ¢Y qué hay con los ceros, unos y dos?
Vastas generalizaciones cruzan la fértil mente del matematico.

Luego surge una pregunta mas simple. ;:Qué hay con los pares? ¢Se
puede encontrar una secuencia de longitud cuatro, consistente en
sélo ceros y unos, que escrita en un circulo contenga los cuatro
pares posibles 00, 01, 10, 11? Inténtelo. Una vez que haya resuelto
eso — que es facil— trate de hallar un anillo Ouroboros que
contenga los dieciséis cuartetos. Luego continue leyendo.

Si, hay un anillo Ouroboros para los pares: 0011 (figura 4.2). Es

muy singular: todas las demas soluciones se pueden encontrar

73 Preparado por Patricio Barros



Ingeniosos encuentros entre juegos y... www.librosmaravillosos.com Ian Stewart

haciéndolo rotar para obtener 0110, 1100, 1001, que lucen iguales

cuando uno las dibuja en una serpiente que se devora a si misma.

0 N
72\
|1 |0 |

|
J

Figura 4.2. El singular anillo Ouroboros que contiene todos los pares

de digitos O y 1.
Stein encontro una para los cuartetos:

1111000010100110.

Para entonces estaba convencido de que habria anillos Ouroboros
para conjuntos con una cantidad n de ceros y unos. Intento
demostrarlo, pero su ingeniosa idea condujo a un problema
matematico irresuelto. Luego descubrio que I. J. Good se habia
topado con ese interrogante cuando investigaba teoria numeérica en
1946... y lo habia resuelto.

El principal interés de Good consistia en hallar una secuencia
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infinita de ceros y unos donde cada sexteto posible surgiera con la
misma frecuencia, pero su meétodo era mas general. Us6 una
artimana para transformar este problema en un problema ya
resuelto en 1735 por Leonhard Euler, el matematico mas prolifico
de la historia. El problema de Euler es una de las fuentes
tempranas de la topologia. Aunque es muy famoso, lo reproduciré
aqui. En cuanto a la historia del sistema caminero de Koénigsberg,
también importante para nosotros, es menos conocida
(probablemente porque acabo de inventarla).

“En la ciudad de Koénigsberg”, escribio Euler, “hay una isla llamada
Kneiphof, alrededor de la cual circulan dos ramificaciones del rio
Pregel. Hay siete puentes (figura 4.3 [a]). La pregunta es si una
persona puede seguir un circuito tal que cruce cada uno de estos
puentes una vez, pero no mas de una vez.”

Tal vez usted desee experimentar. Pronto pensara que no hay
solucion.

Euler fue mas lejos. Demostré que no hay solucion, y descubri6
condiciones generales para la existencia de soluciones para
cualquier problema del mismo tipo.

Para ello, reemplazé cada masa terrestre por un punto, y cada
puente por una linea que conectaba los puntos apropiados,
obteniendo un grafico que refleja con precision la topologia de las
conexiones. El grafico se muestra a la derecha de la figura, arriba.
El problema es pues: ¢se puede trazar en el grafico un circuito que

pase exactamente una vez a lo largo de cada borde?
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Bien, dijo Euler, supongamos que existe tal circuito. Excepto en los
dos extremos, cada vez que llega a un punto desde una direccion,
abandona otro. Por lo tanto la cantidad total de bordes que tocan
cada punto es par, excepto por los dos extremos, donde podria ser
impar.

Sin embargo, para los puentes, estos numeros son 3, 3, 3 y 5: todos
nones. Por lo tanto no es posible recorrer ese circuito.

Esto plantea una condicion necesaria para un circuito completo. A
lo sumo dos puntos deben encontrarse en un numero impar de
bordes, si hay alguno. Si no los hay, puede comenzar en cualquier
parte; mas aun, se puede cerrar en un rizo que comience y termine
en el mismo lugar. La demostracion no es excesivamente dificil, pero

requiere cierta organizacion, asi que no la daré.

Figura 4.3. (a) El problema de Euler de los puentes de Kénigsberg:
mapa caminero, Yy grdfico correspondiente, (b) Tras construir la
carretera de Kneiphof. (c) Cuando se introdujo el sistema

unidireccional, (d) Cémo se modifico el sistema unidireccional
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aplicando el teorema de Euler.

Algunos anos después del trabajo de Euler, el trafico en Kénigsberg
se volvio tan denso que los padres de la ciudad construyeron la
carretera de Kneiphof (figura 4.3 [b]). Los numeros de lineas que
cruzaban cada punto eran entonces 6, 3, 3, 4. Dos de ellos son
nones; asi, mediante el teorema de Euler, es posible hallar un modo
de recorrer el circuito. Debe comenzar en la margen norte y
terminar en la margen sur, o viceversa. Dicho circuito esta
mostrado alli. Pronto, en vez de caminar por la famosa ruta, los
buenos ciudadanos de Konigsberg comenzaron a recorrerla con
vehiculos todos los domingos después del almuerzo.

En consecuencia, el trafico empeoro, y los desesperados padres de
la ciudad introdujeron el sistema unidireccional de Konigsberg
(figura 4.3][c]). Varios ciudadanos eminentes fueron multados por
seguir el trayecto indicado en la figura 4.3(b), pues no notaron que
iba en la direccion equivocada en la ultima calle. Empezaron a
preguntarse si era posible realizar ese circuito legalmente, y
descubrieron que Euler también habia pensado en ello.

Un sistema unidireccional se corresponde con un grafico dirigido
donde cada borde esta marcado con una flecha, y se debe atravesar
en la direccion de la flecha. Una vez mas, Euler pregunté qué
ocurriria si existia un circuito. En cada punto que no estuviera en
los extremos el circuito debia entrar y luego salir. Asi la cantidad de

flechas que entran en el punto debe ser igual a la cantidad de las
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que salen. En los extremos del circuito, tiene que haber un punto
cuyas entradas sean una mas que las salidas, y uno cuyas salidas
sean una mas que las entradas. Estas condiciones también son
suficientes para un circuito; y si todos los puntos tienen tantas
entradas como salidas, es posible un circuito circular.

Es facil comprobar que la figura 4.3(c) viola las condiciones de
Euler. De hecho, una vez que se ha cruzado el puente que esta mas
a la izquierda para ir al norte, hay dos puentes hacia el sur. Sélo se
puede usar uno de ellos, y nunca se puede volver a usar el otro.
Esto arruinaba los paseos dominicales de los habitantes, y se
entregd una peticion al Ayuntamiento; luego se adopto el sistema de
la figura 4.3(d), satisfaciendo las condiciones de Euler.

Volvamos a los anillos Ouroboros.

Encontremos uno para los cuartetos. La idea de Good consiste en
representar cada cuarteto como un camino de una sola direccion
que conduce desde su trio inicial hasta su trio final. Por ejemplo,
0110 es el camino de la ciudad 011 a la ciudad 110, y circula en esa
sola direccion. Hay otros trios, asi que hay ocho ciudades unidas
por dieciséis caminos. El grafico correspondiente se muestra en la

figura 4.4.

78 Preparado por Patricio Barros



Ingeniosos encuentros entre juegos y... www.librosmaravillosos.com Ian Stewart

Figura 4.4. Guia caminera de Good para los trios.

Satisface las condiciones de Euler. En cada ciudad, dos caminos
entran y dos salen. Por lo tanto existe un circuito circular; pero eso
es un anillo Ouroboros.

El mismo argumento funciona para quintetos, sextetos y demas.
Eso explica por qué hay que satisfacer las condiciones de Euler. Por
ejemplo, los caminos que salen de la ciudad 001 son 0010 o 0011:
el nombre de la ciudad mas O o 1. Son dos salidas. Por el mismo
argumento, hay dos entradas: 0001 y 1001.

Los ingenieros electronicos utilizan anillos Ouroboros mas largos, y
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sus parientes matematicos, para codificar mensajes. Los ceros y
unos son digitos binarios: 1 es una pulsacion eléctrica, 0 la
ausencia de pulsacion. Dichos codigos tienen aplicaciones a la
transmision telefonica y a la cartografia por radar. La superficie de
Venus se ha cartografiado desde la Tierra mediante el radar.
Paradodjicamente, la senal de retorno es tan débil que en promedio
retoma menos de un cuanto do energia. jPero el cuanto es la menor
unidad posible de energia! La solucion de esta paradoja es que el
método de codificacion es altamente redundante: la senal conserva
sentido aunque falten la mayoria de los digitos. Asi que cuando un
cuanto tiene la suerte de retomar a la Tierra, contribuye a una senal
significativa.

Esto tiene siglos.

El libro de Stein incluye una tabulacion de la historia de los anillos
Ouroboros, desde el ano 1000 hasta 1960. El libro trata solo con
secuencias de ceros y unos; pero podemos hacer las mismas
preguntas para, por ejemplo, pares de digitos O, 1, 2. Hay nueve de
ellos. La guia caminera Good a las nueve ciudades de la provincia
de Pares-desde-Tres luce como la figura 4.5. Tres caminos entran en
cada ciudad, y tres salen de ellas, asi que el teorema de Euler nos
indica que es posible un trayecto circular. El que se muestra aqui

da el anillo Ouroboros

001122102.
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Analogamente, para los trios de tres digitos hay un anillo Ouroboros
000111222121102202101201002.
En realidad obtuve estas secuencias aplicando un algoritmo — un

meétodo gradual cuyo éxito esta garantizado— que funciona para

cualquier enétuplo de m digitos.

Figura 4.5. Guia caminera de Good para pares de tres digitos.

Veamos el caso de los trios formados a partir de los digitos O, 1, 2:
el caso general es muy similar. Hagamos una lista de los veintisiete
trios posibles, en orden numérico, empezando en 000 y terminando

en 222. Ahora anotemos el comienzo de un anillo Ouroboros:
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000111222

y eliminemos de nuestra lista todos los trios incluidos en €l (asi, por
ejemplo, eliminamos 000, 001, 011, 111 y asi hasta 222). Ahora
miremos el trio mas grande que comienza en 22: es 221. Anotemos
el 1 en el final del anillo Ouroboros y tachemos 221 de la lista.
Ahora busquemos el mayor trio que comience con 21. Repito,
siempre usando el trio mas grande disponible y tachandolo luego.
Uno no se atasca, y la lista se cierra. El resultado es un anillo
Ouroboros.

Como dije, el éxito del algoritmo esta garantizado. M. H. Martin lo
demostro en 1934.

Munido con este método, usted podra escribir, antes del desayuno y
con las manos atadas a la espalda, un anillo Ouroboros de longitud
117.649 que contenga todo sexteto posible de siete digitos. O, si
usted no es tan ambicioso, cada par de cuatro digitos o cada
cuarteto de tres digitos. jVamos, inténtelo!

El algoritmo de Martin sé6lo produce un anillo Ouroboros por cada m
y n dadas, pero en general hay muchas otras soluciones. Para los
conjuntos con n miembros de dos digitos, hay una féormula para la
cantidad de anillos Ouroboros, descubierta en 1946 por N. G. de
Bruijn: es dos elevado a la potencia 2n-'-n, la cual crece con
extrema rapidez. Los anillos obtenidos haciendo girar uno dado se

consideran iguales. He aqui una tabla:
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Cantidad de anillos Ouroboros
1

2

16

2048

67108864
144115188075855872

|l—|-
]

+ W N

=] o

Las posibilidades matematicas de autovoracidad no estan agotadas.
¢Hay analogos de anillos Ouroboros en dimensiones mas elevadas?
Por ejemplo, hay dieciséis cuadrados 2x2 con ceros o unos. ¢Es
posible inscribir ceros y unos en un cuadrado 4x4 de tal modo que
los dieciséis subcuadrados consignen cada posibilidad exactamente
una vez? Debemos fingir que los lados opuestos del cuadrado estan
unidos, de tal modo que cobra una forma toroide: yo lo denomino el
problema del Ourotoro.

He aqui otro modo de decirlo. Corte las dieciséis piezas de la figura
4.6. Note que el punto blanco indica cual es la parte de arriba.
¢Puede usted disponerlos en una cuadricula de 4x4, manteniendo el
punto blanco arriba, para que los cuadrados adyacentes tengan el
mismo tono en los bordes comunes? De nuevo, esta regla también
se aplica a cuadrados que se vuelven adyacentes si unimos las
partes superior e inferior de la cuadricula, o los lados izquierdo y
derecho.

No quiero privarlo del placer de buscar la solucion, asi que se la
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daré al final de este capitulo. En cambio le mostraré otra cosa.

Figura 4.6 Piezas para d problema del Ourotoro.
Hay ochenta y un cuadrados 2x2 posibles que contienen los digitos
0, 1, 2. Podemos juntarlos para formar un Ourotoro 9x9, de la
siguiente manera. Comience con el correspondiente anillo
Ouroboros:

001122102.

Escriba esto de nuevo:
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001122102.

Luego corralo un espacio a la derecha, acordandose de desplazar el

ultimo digito al comienzo:

2001122210.

Luego desplace estos dos espacios a la derecha; desplace el
resultado tres espacios a la derecha; y asi sucesivamente, cada
desplazamiento con un espacio mas que el anterior. El resultado,
mostrado en la figura 4.7, es un Ourotoro.

No es dificil demostrar que este método funciona, sin verificar cada
subcuadrado. (Pista: piense en las hileras de arriba y abajo del
subcuadrado 2x2.) El mismo método de construccion vale para los
cuadrados 2x2 de m digitos siempre que m sea impar. Asi, por
ejemplo, usted puede generar un Ourotoro de cinco digitos de
cuadrados 2x2 desplazando repetidamente un anillo Ouroboros
constituido por pares de cinco digitos.

Pero el método falla cuando m es par. De hecho, no sé si existe un
Ourotoro para cuadrados 2x2 de cuatro digitos. ¢Alguien puede
hallarlo? ¢Hay meétodos generales para obtener Ourotoros para
cuadrados 2x2 de m digitos cuando m es par?

Cada hilera de un Ourotoro construido mediante este método es un
anillo Ouroboros. ¢Existe un Ourotoro para cuadrados 2x2 de tres

digitos donde todas las columnas sean también anillos Ouroboros?
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Mi solucion no tiene esta propiedad.

O(Of1(1(2(2]|1]0]|2
O(Of1(1(2(2]|1]0]|2
2101011|1]2(2]|1]|0
110{2[{0[(O[1([1([2(2
11212]1{0(2]{0|0]1
2(0/011]1]2|2|1]|0
11212[1[({0[2({0(O0|1
110]2|0|0[1|1]2]2
2/0/011]11]2]2]|1]0

Figura 4.7. Un Ourotoro para pares de tres digitos.

Tampoco tengo resultados para cuadrados 3x3, excepto algunas
observaciones obvias. La cantidad de cuadrados 3x3 de dos digitos
es 292, que no es un cuadrado. Asi que en este caso no puede existir
un Ourotoro “cuadrangular”. Sin embargo, podria existir uno
rectangular, por ejemplo de 16x32. Observaciones similares se
aplican a cuadrados mxm donde m es impar, a menos que el
numero de digitos sea en si mismo un cuadrado.

¢cY qué hay acerca de las tres dimensiones? Hay 28 = 256 2x2x2
cubos que contienen ceros y unos. ¢Se pueden obtener a partir de
todos los subcubos de un cubo? No, porque 256 no es un cubo. Sin
embargo, hay 227 = 134.217.728 cubos 3x3%x3 de dos digitos, y ése
es el cubo de 512...

La mente sufre un vértigo. Yamdtdarajabhamsdalagam...
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Soluciones

Pares de cuatro digitos: usando el algoritmo de Martin, se obtiene

0011223321310302

Cuartetos de tres digitos: el mismo método arroja

000011112222122112121110222022102120211012201210112011
00220021001200102020101002

4::MM¢:=1:J-;

EDETC-—&

Figura 4.8. Un Ourotoro 4%4 con sus correspondientes disenos.
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Un Ourotoro 4x4 (esencialmente Ginico) se muestra en la figura 4.8.
Si su diseno se repite tal como se lo muestra, se cubre el plano con
mosaicos oscuros y claros con forma de cruz, y alli aparecen todos

los ordenamientos posibles 2x2 de cuadrados oscuros y claros.
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Capitulo 5

¢Falacia o aicalaf?

Era una oscura y fria noche de invierno en Tierra Logica. Trinotonto
y Trinobobo, los Gemelos Terribles, celebraban un debate logico.!
En otras palabras, estaban discutiendo.

Como de costumbre.

— So6lo un elefante o una ballena dan nacimiento a una criatura que
pesa mas de 100 kilogramos — dijo Trinotonto—. ¢Correcto?

— Supongo que si — dijo Trinobobo.

— El presidente pesa 101 kilogramos — dijo Trinotonto.

— Bien — dijo Trinobobo—, veo adonde quieres ir y no...

1 Estos dos personajes (Tweedledumb y Tweedledim) aluden a los célebres Tweedledum y
Twedledee que encuentra Alicia en A través del espejo de Lewis Carroll: los simétricos gemelos
constituyen una curiosidad geométrica en si misma. [T.]
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— Por ende... — dijo Trinotonto.

— jLa madre del presidente es un elefante o una ballena! — gritaron
a coro.

— jEso es una falacia! — protesto Trinobobo.

— ¢Qué es una falacia?

— Una falacia es un argumento aparentemente convincente que es
logicamente falso — dijo Trinobobo—. Me sorprende que no sepas...
— jClaro que sé que es una falacia! Preguntaba cual paso de mi
deduccion es falaz.

— El primero. No, el segundo. No, ambos son correctos, pero has
olvidado que...

— ¢Ves? jNo es una falacia! jEs una aicalaf!

— ¢Qué es una aicalaf?

— Mi deduccion logica sobre...

— iNo! Ya sé que te refieres a la deduccion. Estoy preguntando qué
demonios es una aicalaf.

— Una aicalaf — dijo Trinotonto— es un argumento aparentemente
falso que en realidad es logicamente correcto.

— Tu argumento no es una aicalaf. {Es una falacia!

— iNo!

— Si!

— iNo!

— 1!

— No!

— Si! Si! S!Sl
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Y asi siguieron por un rato. No hay nada como un buen argumento
logico... que es precisamente lo que faltaba en esa discusion.

En Tierra Logica todos son logicos o matematicos. Es un lugar
extrano. Para hacer matematica hay que ser bueno en logica. De
hecho, la investigacion matematica es el arte de distinguir las
falacias de las aicalafs. ¢Seria usted apto para la investigacion
matematica? He aqui diez problemas para poner a prueba esa
aptitud. Todo lo que usted debe hacer es decidir cual es cual. Las

soluciones se encuentran al final. jBuena suerte!

1. Gemelos tangram

El antiguo puzle chino de los tangrams consiste en un cuadrado
cortado en siete partes. Trinotonto y Trinobobo jugaban a los
tangrams.

— Construi un hombre — dijo Trinotonto.

— Yo también — dijo Trinobobo (figura 5.1).

— jldiota, el tuyo no tiene pie! — dijo Trinotonto—. Sin duda
omitiste una de las piezas.

c¢Falacia o aicalaf?
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Figura 5.1. Tangrams. ¢Trinobobo ha olvidado una pieza?

2. Logaritmania

— ¢Te apetece la matematica, eh, Trinotonto? — pregunto
Trinobobo.

— Siempre que venga acompanada por un buen vino y la sirvan

caliente...

— jEntonces esto te encantara! Bien, recordaras que la serie

logaritmica

1 1
log(1+x) = x—ixz—i—gxa—

es valida siempre que x sea mayor que —1 y menor o igual que 1. —
Convergente, quieres decir.
— jExacto! jHoy estas cordial, Trinotonto!

— iNo lo estoy!
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— ;91 lo estas!
— iNo lo estoy!

— Como quieras. Ahora, pongamos x = 1 para obtener

g L 1111111

Be= 279737475 657 80
duplicalo:

oy g 2,2.2.2. 2 2 2 2

=4 5374 5 677 879

o, .2 1.2 1.2 12

N 3 2 5 3 7 4 9

Junta pares de términos con el mismo denominador. Ahora obtienes

1 1 1
2log?2 = l—§—|————+

+—=—--=log?2

1
9

1| =
ool =

11+
3 4 5 6

Por lo tanto 2 log 2 = log 2, es decir, 2 = 1. ¢Magnifico, verdad?

c¢Falacia o aicalaf?

3. Suma facil

— Conozco una parecida — dijo Trinotonto—. Toma la serie

1-1+1-1+1-1+ ...
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Puesta entre paréntesis de este modo,

1-1)+(1-1)+(1-1)+...

suma 0. Pero puesta entre paréntesis de este modo

1+(-1+1)+(-1+1)+(-1+1)+...

la suma es 1. Asi que 1 = 0. De paso, eso confirma tu resultado. Tan
so6lo suma 1 a cada lado.

c¢Falacia o aicalaf?

4. Nudo infinito

Trinobobo se considera un buen mago.

— jOye, Trinotonto! jHe aqui un buen truco! Primero, hago un nudo
en este cordel, asi... Luego hago otro... jAbracasésamo! jMira, ambos

desaparecieron! (Figura 5.2)
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/ABRACASESAME! _

Figura 5.2. Dos nudos... St se los une, se cancelan. ¢Es posible?

— No seas tonto, Trinobobo. Sélo hiciste un nudo y su antinudo, asi
que ambos se anulan mutuamente.

— ¢Antinudo? ¢Quién oyo hablar de un antinudo?

— El mismo nudo, atado a la inversa.

— jPamplinas! jNo existen los antinudos! Y puedo demostrarlo!
¢Sabias que puedes hacer aritmética con nudos? Para sumar dos
nudos N y L simplemente los haces por tumos en el mismo cordel
(figura 5.3). Llama al resultado N + L, ¢correcto?

— Si insistes.

— Bien, ahora, obviamente O debe ser el antinudo. Un nudo que no
esta anudado, si entiendes a qué me refiero.

— ¢Por qué?
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N L

—
N+L

Figura 5.3. Nudo no aritmético.

— Bien, hacer un nudo N y desanudarlo es como hacer un nudo N,
asi que N + O = N. Tiene sentido. Ahora bien, si N es un nudo,
entonces su antinudo se puede expresar como —-N, porque N + (-N)
tiene que ser igual a 0.

— jAja! ¢Conque aceptas que puede existir un antinudo?

— No, no. So6lo quiero demostrar que el Gnico nudo que tiene un
antinudo es el desanudo.

— Oh. ¢Qué? Repite eso...

— Lavate las orejas y oiras mejor. Supongamos que hago el nudo

infinito (figura 5.4)

Figura 5.4. Un nudo infinito demostrando que la cancelacion es

imposible. ;O no lo es?
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N-N+N-N+N-N +...

— J¢Sabes? He visto esto antes...

— Puesto entre paréntesis asi

(N=N) + (N=N) + (N-N) +...

su valor es cero. Pero, puesto asi:

N+ (-N+N)+ (-N+N)+ (-N+N) +...

su valor es...
— N. Conque N = 0. Si, seguro. ¢Y me acusabas a mi de decir
pamplinas?

c¢Falacia o aicalaf?

5. Poquer telefonico

A Trinotonto y Trinobobo les gusta jugar a las cartas. Pero
Trinobobo pronto se ira de vacaciones.

— Echaré de menos nuestras partidas de naipes.

— Yo también. Tuvimos rinas tan feroces...

— jYa sé! j[Jugaremos al poquer por teléfono! Yo barajare, te daré
cinco naipes y luego nos diremos con qué cartas estamos jugando.

Trinotonto reflexiono.
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— Gran idea — dijo con sarcasmo—. ¢Como sé que no haras
trampa?

— Prometo no hacerlo.

— jMentiroso! jSiempre mientes!

— Si, es verdad. De todos modos, ¢como sé que ta no haras
trampa?

— Podemos decimos cuales son todas las cartas — dijo Trinotonto.
Reflexionaron un instante.

— jEso es estupido!

— No lo es. Podemos ponerlas en codigo, de modo que el otro no
pueda decodificarlas. Luego, al final, podemos revelar nuestros
codigos y verificar si alguien hizo trampa.

— Lo lamento, Trinotonto, pero no te entiendo.

— Bien, escucha con atencion, lo diré una sola vez... ¢Has oido
hablar de codigos cerrados?

— ¢Codigos teoricamente indescifrables? ¢Donde puedes indicar a
cualquiera como poner un mensaje en codigo sin que eso le ayude a
decodificar nada?

— Correcto. Ahora, escoge una regla de codificacion Chono y una
regla de decodificacion Dwobo; YO €scojo las reglas Cionto ¥ Dronto.
Ambos conocemos las reglas C, pero so6lo nosotros conocemos
nuestras reglas D.

— De acuerdo.

— Si yo pongo un mensaje M en codigo obtengo CiontoM. Para

decodificarlo, elaboro DiontoCtontoM, que es M. Asi Dionto deshace Cionto.
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Ahora bien, yo tomo los cincuenta y dos mensajes...
— jYo tomo los cincuenta y dos mensajes!
— Muy bien. Tu tomas los cincuenta y dos mensajes
AS DE TREBOLES
DOS DE TREBOLES
y asi hasta llegar al

REY DE PICAS.

Ta codificas cada uno usando tu regla. Cada mensaje M se
transforma en Barajas el mazo...

— ¢Quieres decir que recombinas los naipes aleatoriamente?

— Correcto. Luego me lo transmites a mi.

— Me parece bastante justo.

— Luego yo selecciono cinco mensajes al azar, y te los envio de
vuelta para que tu puedas decodificarlos para saber cual es tu
mano. Yo no puedo conocerla, porque no puedo descifrar tu regla de
codificacion. Luego selecciono otros cinco mensajes al azar,
constituyendo mi mano.

— Ah, pero alli tienes un problema. jNo puedes decodificarlos para
saber qué son!

— No, pero soy astuto. Los codifico una segunda vez, usando mi
regla Cionto. Asi, si el mensaje es M, se transforma en CiontoCoobolM.
Luego te los retransmito, y ta deshaces el efecto de tu codigo Chobo
aplicando Dvobo. Eso da DboboCtonto CooboM que equivale a CiontoM.

— Das por Sentado que CtontoCbobo = CboboCtonto.
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— En efecto. Pero eso se puede arreglar si escogemos los codigos
correctos. Supongamos que asi es. Me envias de vuelta los cinco
mensajes ContoM. Yo los decodifico aplicando Dtonto. Ahora cada cual
tiene un juego de naipes, sin naipes comunes en ambas manos, y
nadie sabe qué naipes tiene el otro, asi que podemos jugar.
Mantenemos una grabacion de todos los mensajes, y al final
revelamos nuestras reglas de decodificacion, de modo que ambos
podemos verificar que nadie hizo trampa en ningun momento.
Trinobobo reflexiono.

— Demonios, es complicado — dijjo.

— Mira, he aqui una analogia. Poquer por correo. Guardas las
cincuenta y dos cartas en cajas idénticas, y las guardas bajo
candados para los cuales soélo tu tienes la llave. Me las envias. Yo
selecciono al azar para formar tu mano. Selecciono otras cinco al
azar para formar mi mano, y les pongo candados para los cuales
solo yo tengo la llave. Te envio las diez; tu sacas los candados y me
envias mis cinco, con mis candados en su lugar. jSimple!

Trinobobo saco una libreta y se puso a anotar en ella, verificando la
logica del asunto. De pronto se detuvo.

— Espera — dijo—. Supongamos que hay solo tres naipes.

— Pero hay cincuenta y dos.

— Si, pero el método deberia funcionar con solo tres. Ahora, nos
enviamos uno al otro mensajes, al final de los cuales cada cual sabe
una carta, la propia, y sabe que son diferentes. ¢Correcto?

— Correcto.
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— Bien, ahora digamos que Ewobo €S €l conjunto de naipes con el
cual yo habria terminado, coherente con esos mensajes, y que Etonto
sea el conjunto de naipes con el cual tu habrias terminado.
Entonces mi naipe pertenece a Evobo ¥ €l tuyo pertenece a Etonto.

— Entiendo adonde vas — dijo Trinotonto—. Cualquiera de nosotros
puede deducir Ebvobo ¥ Etonto por pura logica. De eso se trata. Asi que
el conjunto Evobo no puede ser solo tu naipe.

— No, de lo contrario sabrias cual es mi naipe. Por otra parte, Ebobo
y Etonto N0 pueden contener un naipe comun, de lo contrario ambos
recibiriamos el mismo. Asi que Ebhobo Nno puede ser las tres cartas,
porque entonces tu no recibirias ninguna.

— Entiendo. Asi que Ebnobo contiene exactamente dos naipes de los
tres.

— jExcelente! Pero, por ello mismo, lo propio ocurre con Eionto.

— Y los conjuntos no se superponen, asi que tiene que haber por lo
menos cuatro naipes en total — dijo Trinotonto—. Pero soélo hay
tres.

— Asi que a fin de cuentas no podremos jugar al poquer por teléfono
— dijo Trinobobo.

c¢Falacia o aicalaf?

6. ¢Galileo tenia razon?
Durante una discusion bastante violenta acerca del menor numero
entero que no se puede describir usando menos de catorce

palabras, Trinotonto cogio una taza y se la arrojo a Trinobobo.
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— jJa! jErraste! ¢Ni siquiera sabes computar un arco parabolico?

— ¢Queé tienen que ver las parabolas?

— Galileo demostro que la trayectoria de un proyectil en descenso
es una parabola.

— No lo es.

— Al margen de la resistencia del aire, desde luego.

— Aun si. Galileo estaba equivocado.

c¢Falacia o aicalaf?

7. Au Courant

Trinobobo estaba leyendo un clasico de matematica expositiva,
What is Mathematics? de Richard Courant y Herbert Robbins.

— jOye, esto esta bueno! jDespierta, Trinotonto!

— ¢Queé?

Figura 5.5. Palanca enganchada a un vagén de ferrocarril. cEs

posible evitar que toque el suelo?

— Supongamos que un tren viaja entre dos estaciones ferroviarias

por una via recta. Una palanca esta enganchada al piso de uno de
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los vagones, capaz de moverse sin friccion hacia adelante o hacia
atras hasta que toca el suelo (figura 5.5). Si toca el suelo,
supongamos que permanece alli durante el movimiento
subsiguiente. Supongamos que especifico de antemano como se
mueve el tren. Pero no es preciso que el movimiento sea uniforme: el
tren puede acelerar, parar de golpe, incluso retroceder. Debe
empezar en una estacion y terminar en la otra. ¢Siempre puedes
poner la palanca en tal posicion que nunca toque el suelo durante el
vigje?

— Vaya... es complicado. Las ecuaciones de movimiento son... jOh,
espera, lo tengo! {Es un problema topologico!

— ¢Eh? ¢Queé tienen que ver las laminas de goma con...?

— No, no. Es sobre la continuidad. jLa posicion final de la palanca
depende continuamente de la posicion inicial! Ahora bien, hay una
gama continua de angulos donde puedo ponerla al principio, de 0° a
180°, asi que la gama de angulos finales también es continua. Si
empiezo bajandola hacia adelante en 0°, permanece alli. Si empiezo
bajandola hacia atras en 180°, permanece alli. Asi que la gama de
angulos finales incluye todos los valores entre 0° y 180° En
particular, incluye los 90°, asi que puedo arreglar para que la
palanca termine vertical. Como permanece en el piso cuando lo
golpea, no puede golpear el piso.

c¢Falacia o aicalaf?

8. Ecuacion integral
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— Tengo otro problema matematico — dijo Trinobobo.

— Jactancioso.

— Es una cuestion de calculo. ¢Sabes que cuando integras la
funcion exponencial ex vuelves a obtener ex ?

— ¢Quieres decir que Jex = ex ?

— jCorrecto! Ahora escribe eso como
(1-f)e=0

de modo que

ef:—i—=n=(1+f+f2+f3ﬁ)=0

1—J
usando la serie de potencias para 1/1 — [. En otras palabras,

er=(1+]+f[+[[f+.)=0

Pero [0 =1, [1 = x, [x = %2, y asi sucesivamente. Terminas con la

serie de potencias

*=0+1+ +l 2+1 4+
et = X+-x"+-=-x — -
2 6

¢No es sensacional?
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c¢Falacia o aicalaf?

9. ¢Mosaicos imposibles?

Figura 5.6. ¢:Nuevos mosaicos con poligonos regulares?

Trinotonto estaba jugando con mosaicos. Todos parecian ser
poligonos regulares, con lados iguales y angulos iguales.

— jOye, eso es magnifico! jTodos encajan para cubrir el plano!
(Figura 5.6)

— Déjame echar una ojeada — dijo Trinobobo—. Algo esta mal,
Trinotonto. Si cubres todo el plano con una mezcla de poligonos
regulares de lados iguales, puedes hacerlo usando poligonos de tres,
cuatro, seis, ocho y doce lados, pero no otros. Pero estos mosaicos
incluyen poligonos de cinco y siete lados. Debes de haber cometido
un error.

— Bien, mira ti mismo.
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c¢Falacia o aicalaf?

10. Errores ortograficos

— Mi tumo — dijo Trinobobo—. Una rapida para terminar: “Ay cinco
herrores en ezta horacion”.

c¢Falacia o aicalaf?

Soluciones
1. Mellizos tangram
Falacia. Trinobobo no omiti6 una pieza. Soélo hallé otro

ordenamiento (figura 5.7).

2. Logaritmania
Falacia. La serie logaritmica no es absolutamente convergente
(convergente si cada término es vuelto positivo) y por ende no se

puede reordenar.

3. Suma facil

Falacia. La suma de la serie no esta bien definida.
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AN

Figura 5.7. El hombre tangram de Trinobobo, y el de Trinotonto. jNo

faltan piezas!

4. Nudo infinito

Aicalaf. Superficialmente luce como el problema anterior, pero no es
asi. El nudo infinito esta bien definido, y todas las manipulaciones
de la suma tienen correspondencias geomeétricas validas. La

demostracion se puede efectuar con todo rigor.

5. Poquer telefonico

jFalacia y aicalafl Ambos argumentos son “correctos”. El segundo
(prueba de la imposibilidad) no se contradice con el primero
(solucion practica). EI punto es que dado un tiempo suficientemente
largo los mensajes en codigo involucrados se pueden decodificar, y
la partida de poquer se vuelve imposible. Pero en la practica el

tiempo seria mas largo que la edad del universo. Eso es un “codigo
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indescifrable” para propositos practicos. Para saber mas sobre estos
codigos, vea los Items de Gardner, Hellman y Klamer en “Otras

lecturas”.

6. ¢Galileo tenia razon?

Aicalaf. El resultado de Galileo da por sentada una Tierra plana y
una gravedad constante. Con una Tierra esférica, y gravedad
newtoniana, la trayectoria de un cuerpo en descenso es similar a la

de cualquier otro cuerpo que gire alrededor de la Tierra: una elipse.

7. Au Courant

Falacia. (jRecibiré muchas cartas de protestal) Si la presuncion de
continuidad es correcta, el argumento es una aicalaf. Pero la
presuncion de continuidad no esta justificada. El problema radica
en esas “condiciones de limite absorbentes”: si la palanca golpea el
piso, se queda alli.

angulo inicial angulo inicial
270° O° 90°  180° 270°

tiempo

{b)

Figura 5.8 Por qué Courant y Robbins no debieron dar por sentada la
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continuidad. Los graficos muestran la historia de diversas posiciones
inictales. Las dos imdagenes son idénticas, excepto que en (b) se han
anadido las “condiciones de limite absorbentes” (lineas grises). La
historia mostrada como linea negra no causa problema en (a). Sin
embargo, como es tangente a la linea gris en 180°, representando el
piso, en (b) causa una discontinuidad. Toda posicion inicial a la
izquierda de la linea negra termina en el piso a 0°; toda posicion

inicial a la derecha de la linea negra, o sobre ella, termina en 180°.

Imaginemos primero que la palanca puede girar 360°, sin que haya
piso. Entonces un desarrollo posible se muestra en la figura 5.8(a).
Cuando las condiciones de limite absorbentes se reinsertan (figura
5.8[b]), todas las posiciones iniciales terminan en el piso.

Este error en el razonamiento de Courant y Robbins fue senalado
inicialmente por Tim Poston en la revista Manifold en 1976. Aun no

es tan conocido como deberia ser.

8. Ecuacion integral
Aicalaf. La teoria de los espacios de Banach se puede usar para dar
una justificacion rigurosa de las manipulaciones del signo J. Si se lo

1

trata como un operador, la expansion de la serie para 1-J es

correcta.

9. ¢Mosaicos imposibles?
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Falacia. O bien los mosaicos no son exactamente poligonos
regulares, o bien no concuerdan con exactitud. Por ejemplo, un
vértice esta rodeado por un pentagono, un hexagono y un octagono.
Si éstos son regulares, sus angulos son 108°, 120° y 135°, lo cual
suma 363°. Pero si los mosaicos concuerdan con exactitud, la suma
deberia ser 360°.

La ilustracion imita un antiguo diseno islamico.

10. Errores ortograficos.
Aicalaf. Hay solo cuatro errores ortograficos. Pero hay un quinto

error: la afirmacion de que hay cinco errores.

Otras lecturas

e W. W. Rouse Ball: Mathematical Recreations and Essays,
Londres, Macmillan, 11% ed., 1959.

e Richard Courant y Herbert Robbins: What is Mathematics,
Oxford, Oxford University Press, 1941.

e K. Critchlow: Islamic Patterns, Nueva York, Schocken Books,
1976.

e Martin Gardner: “Mathematical Games: a New Kind of Cypher
that would take Millions of Years to Break”, Scientific American
(agosto 1977), pags. 120-4.

e Branko Grinbaum y G. C. Shephard: Tilings and Patterns, San
Francisco, Freeman, 1987.

e Martin E. Hellman: “The Mathematics of Public-key
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e David A. Klarner (comp.): The Mathematical Gardner, Boston,
Prindle-Weber-Schmidt, 1981.
e Tim Poston: “Au Courant with Differential Equations”,

Manifold, 18 (primavera 1976), pags. 6-9.
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Capitulo 6

Construya su propio virus

Yo aguardaba abatido en la sala de espera del médico. Al lado habia
una mujer corpulenta con un nino pequeno arropado en un chal
tejido. La diminuta cara rosada estaba cubierta de manchas aun
mas rosadas. Me movi dos asientos a la izquierda y traté de recordar
si ya habia tenido varicela.

— iEl siguiente!

Mireé a la recepcionista y pasé a la habitacion interior.

Confieso que rara vez disfruto de una visita al doctor Athanasius
Cruel; pero a pesar de su adusta apariencia es uno de los mejores
médicos del mundo. Lamentablemente odia la matematica — una
falla no infrecuente en la comunidad médica— y sabe que yo soy
matematico. Nuestra relacion es un poco tensa.

— Usted de nuevo — dijo.

— No lo habria molestado, pero tengo un poco de gripe y...

— Matematico — escupio, como si dijera fiebre tifoidea—. No me
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engana, lo recuerdo bien. Parasitos.

— No, es grip...

— No quise decir que usted tenga parasitos. Digo que los
matematicos son parasitos. No quiero ofender, desde luego. No es
nada personal. Simplemente no soporto a esas criaturas. Me refiero
a los matematicos. ¢Qué ha hecho la matematica por la medicina?
cQué ha hecho la medicina por la matematica?, pensé. Estaba por
enumerar una variedad de aplicaciones meédicas de mi materia,
desde el analisis estadistico de las epidemias hasta las
irregularidades del ritmo cardiaco humano y el mal funcionamiento
de la glandula tiroides, pero me interrumpio.

— Nada — dijo, en respuesta a su pregunta retorica.

Un demonio de mi interior — un giro mas asociado con la Edad
Media que con el practicante moderno, pero que sigue siendo
curiosamente eficaz— me urgié a defender mi profesion.

— Se sorprenderia usted — dije.

Me puso un palillo de madera en la boca y me inspecciono la
lengua.

— Hmm. ¢Qué?

— La mazemazica ez una mazeria ezzrana — balbuceé. Me miro6
dando a entender que esta informacion no era novedosa, y me saco
el palillo. Continué, con mejor diccion— : Aun la mas pura de la
matematica pura tiene muchas aplicaciones inesperadas.

— Ya conozco esa excusa.

— Pero es cierta. Usted sabe acerca de los antiguos griegos, por
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cierto...

— Hipocrates era griego — senalo—. Desde luego, soy versado en
ese periodo historico.

— Si, bien... Euclides, vera usted...

— Geometria — espeto como si dijera gota terminal.

— jCorrecto! — exclamé con entusiasmo—. El climax de la obra en
diez volumenes de los Elementos de Euclides es la demostracion de
que hay cinco soélidos regulares. El tetraedro, el cubo, el octaedro, el
dodecaedro y...

— El icosaedro — concluyo6 el doctor—. Usted tiene exoftalmia... ojos
desencajados — observo. Esta suele ser una enfermedad de los
pececillos, pero tenia razon. Yo tenia los ojos desencajados porque €l
sabia lo del icosaedro—. Un solido regular cuyas caras son veinte

triangulos equilateros. No luzca tan sorprendido. Sé algo de

matematica. — Resoplo—. Simplemente no sé para qué sirve, es
todo.
— El icosaedro es curioso — dije—. Fue descubierto alrededor del

370 a.C. como concepto puramente matematico. En la época, nadie
lo podia hallar en la naturaleza.

— Cristales — dijo él.

— Curiosamente no fue asi — repliqué—. Cubos, octaedros y
tetraedros, si. Pero no hay geometria quintuple en un cristal. — Me
pregunté si debia comentarle el reciente descubrimiento de los
cuasicristales, que tienen una especie de simetria quintuple de corto

alcance, pero decidi que solo contribuiria a confundir las cosas.
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— Pelotas de futbol — djjo.

(al (©)

Figura 6.1. La moderna pelota de futbol (a) tiene la forma de un

icosaedro trunco (b).

Acepté que la moderna pelota de futbol (figura 6.1) tiene
esencialmente forma de icosaedro. En realidad es un icosaedro
trunco, al cual le han eliminado las esquinas. Pasé a explicar que lo
habian seleccionado porque era una excelente aproximacion a una
esfera que se podia confeccionar con retazos planos de cuero, y que
habia reemplazado el viejo diseno basado en un cubo, cuyos lados
cuadrados estaban cortados en tres franjas rectangulares paralelas.
Mientras €l me metia un gélido estetoscopio dentro de la camisa, le
aclaré que la pelota de fatbol no existia en el 370 a.C.

— Vejigas de cerdo — dijo. Era un juramento pintoresco. Yo jamas
lo habia oido.

— No, no creo...

— jAh! — exclamo—. Curso de biologia, anos atras en

Addenbrooke’s... jRadiolarios! Un sujeto llamado Heckle o algo
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parecido.

Ernst Haeckel habia realizado un largo viaje maritimo buscando
especimenes cientificos, y habia publicado los resultados en su
Challenger Monograph de 1887. Yo lo sabia porque esta mencionado
en uno de mis libros favoritos sobre personajes estrafalarios.

— Si, D’Arcy Thompson reprodujo algunos dibujos de Haeckel en On

Growth and Form.

Figura 6.2. La circogonia icosahedra, un radiolario del Challenger

Monograph de Emst Haeckel.

Un radiolario es una criatura unicelular microscépica con un
esqueleto exterior altamente simétrico. Haeckel hizo dibujar cientos
de ellos, y algunos tenian aproximadamente la forma del icosaedro
(figura 6.2). Pero, para ser franco, hay razones para suponer que
Haeckel exager6 un poco la simetria de sus radiolarios. Se lo senalé

al doctor.
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— Le daré una pista — dije—. Algunos cientificos han llamado al
icosaedro “la forma favorita de la naturaleza”.

— Hmm. — El doctor se rasco la barba—. Me rindo.

— Queé verglienza. Y tratandose de un médico.

— ¢Qué quiere usted decir?

— Viruela — dije.

Figura 6.3. El virus de la verruga humana esta constituido por
setenta y dos unidades idénticas dispuestas con simetria de

icosaedro. [Madley, Virus Morphology]

— ¢Eh?

— Polio. Herpes. Mosaico amarillo del nabo...

Me palpo el estomago, con tanta firmeza que me hizo torcer la cara.
— El icosaedro — insisti sin amedrentarme— es una de las formas
mas comunes en un virus.

Eso lo desperto.

— ¢De veras? Veamos... — Exhumo un enorme texto y lo hoje6—.
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Santo Dios, jel matematico ha acertado, para variar! (figura 6.3)

Vaya. ¢Por qué alguien escogeria un icosaedro?

Figura 6.4. El virus de Influenza C es una helicoide construida a
partir de unidades idénticas dispuestas como escalones de una

escalera de caracol. [Madeley, Virus Morphology].

— Quiza por la misma razén que se aplica a las pelotas de futbol —
dije—. Si usted quiere formar un cuerpo mas o menos esférico a
partir de una cantidad menor de unidades idénticas, el icosaedro es
la mejor forma. Si desea una explicacion mas profunda, quiza sea
que las configuraciones con energia minima tienden a ser simétricas

V...
— No, con eso me basta — se apresur6 a decir. Y anadio, hojeando
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el libro— : Pero le recuerdo que también hay virus con otras formas.
De hecho, la otra forma mas comun para un virus es la helicoidal
(figura 6.4), una espiral que se contorsiona formando un tubo, como
la ranura de un tornillo o una escalera de caracol. También en este
caso parece tratarse de una configuracion de energia minima para
unidades idénticas.

— Oh, mire — dijo—. He aqui una helicoide formada por
componentes hexagonales. Influenza C, el virus de Taylor. Vaya,
¢por qué no forma algo esférico en vez de cilindrico?

— No se puede cubrir una esfera con hexagonos — dije—. No si
usted quiere que concuerden como mosaicos, sin superponerse.

— ¢Por qué no?

— El teorema de Euler.

— ¢Teorema? ¢Teorema? No me agradan esas condenadas cosas, se
lo aseguro. jAngulos en la base de un triangulo isésceles... angulos
en la cabeza de un alfiler! Ese tonto de Pitagoras. ¢Imposible? Bah,
nada es imposible si uno se empena. ¢Euler? Qué nombre
derrotista. Nunca lo oi nombrar.

— Es el matematico mas prolifico de todos los tiempos.

— Eso lo explica.

— Euler demostro que si C es la cantidad de caras de un sélido, Vla
cantidad de vértices y L la cantidad de lados, entonces C + V- L = 2.
Ahora bien, si usted tiene un sélido con C caras, todos hexagonales,

la cantidad de caras debe ser
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L=3C

porque cada hexagono tiene seis caras pero cada cara es contigua a

dos hexagonos, y la cantidad de vértices es

V=2L
porque cada cara tiene seis vértices pero cada vértice aparece en
exactamente tres caras contiguas. Asi que, por el teorema de Euler,
tenemos:

C+2L-3L=2

Pero en realidad C+ 2C - 3C = 0. Asi que es imposible.

Recuadro 6.1
Como confeccionar un modelo del poliovirus
Copie la figura 6.5. (a) en un cartén delgado, dejando en cada
lado un margen para hacer rebordes. Vuélvalo y marque los
limites entre los pentdagonos y alrededor del contorno.
Haga doce copias de la figura 65 (b) — un hexdagono al que le
falta un sector— dejando también rebordes en los lados.
Vuélvalo y marque a lo largo de las lineas punteadas. Pliegue

y ensamble en doce piramides de cinco caras, con los rebordes
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bajo la base. Pegue los rebordes y adhiera las piramides a los
pentagonos blancos de la figura 65(a). Luego pliegue los
pentagonos de la figura 6.5(a) y péguelos para formar un
dodecaedro con protuberancias piramidales en cada cara,

como en la figura 65(c).

Figura 6.5. Use (a) y doce copias de (b) para confeccionar un

modelo del virus de la polio (c).

Por un momento quedo impresionado, pero luego meneo la cabeza

como un pingudino sacudiendo el plumaje tras una zambullida en el
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Atlantico Sur, y su semblante adusto se reafirmo.

— Poliovirus, dijo usted.

— Si. Un equipo de cientificos de la clinica Scripps uso cristalografia
de rayos X para demostrar que el poliovirus tiene la misma
estructura que una pelota de futbol (recuadro 6.1). De hecho, la
estructura general fue sugerida en 1962 por D. Caspar (Fundacion
para Investigacion del Cancer Infantil, Boston) y Aaron Klug
(Laboratorio de Biologia Molecular, Cambridge) con fundamentos
matematicos, pero eso no se confirmo hasta 1987.

El doctor, entretanto, habia vuelto a una observacion anterior.

— Si no se puede cubrir una esfera con hexagonos, ¢qué hay de los
pentagonos?

Bien, desde luego eso es muy interesante. La formula de Euler
también se puede utilizar para demostrar que si usamos solo
pentagonos, tendrian que ser doce, y el dodecaedro es la unica
forma posible. El problema es que el dodecaedro no es muy
redondeado. Lo cual es una pena, porque las formas esféricas
tienden a tener la energia mas baja... por eso una burbuja o una
gota de agua de lluvia son esféricas.

— Afortunadamente, se puede obtener una forma mas redonda —
dije— si usted solo utiliza pentagonos y hexagonos. Entonces
necesita exactamente doce pentagonos y el resto deben ser

hexagonos...
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Recuadro 6.2
Por qué debe haber doce pentagonos
Supongamos que un poliedro esta constituido por p
pentagonos y h hexagonos, sin otras caras. Entonces C = p +
h. Los pentagonos tienen lados 5p, los hexdagonos 6h, asi que
la cantidad total es L = (5p + 6h)/2 porque cada lado se
cuenta dos veces, una vez por cada cara a la cual es contiguo.
Andlogamente, el numero de vértices es V = (5p + 6h)/3. En la

formula de Euler,

5p+6h b5p+6h
2= C+V—L=(p+h)+ p3 - pz :%

asique p = 12.

— ¢Por qué? ¢Por qué no puedo tomar veintitrés pentagonos mas
los hexagonos necesarios?
— De nuevo la formula de Euler, aunque el argumento es un poco

mas complejo (recuadro 6.2).

Recuadro 6.3
Seudoicosaedro Goldberg-Caspar-Klug
Comience por cubrir el plano con triangulos equildateros. Forme

grandes tridngulos de la siguiente manera. Escoja dos
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numeros a y b. Comenzando en un vértice, desplace las
unidades a hacia la derecha y las unidades b hacia arriba
para formar un segundo vértice. Repita para crear un triangulo
grande (figura 6.6 [a]). Ahora una veinte de estos grandes
triangulos, aun divididos en los mas pequenos triangulos
originales, para formar un icosaedro (figura 6.6 [b]). Esta
figura, proyectada desde su centro hacia una esfera, da por
resultado un sodlido cuyas caras son muy semejantes a
pentagonos y hexdagonos regulares, con V=10 (a®> + a b + b?) +

2 vértices. Este es el seudoicosaedro de tipo {a, b}.

Figura 6.6. (a) Unidad triangular basica de un seudoicosaedro

de tipo {a, b}.
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Figura 6.6. (b) Ensamblando veinte unidades basicas para

constituir un seudoicosaedro.

— ¢Hay limite para la cantidad de hexagonos?

— La formula no lo especifica.

— Qué curioso.

— Si, hay algo extrano en el pentagono. Pero hay restricciones sobre
el numero de hexagonos si wusted quiere lograr formas
aproximadamente esféricas. — Hay una elaboracion muy habil,
debida a Michael Goldberg e independientemente a Caspar y Klug
(recuadro 6.3).

La cantidad de caras, vértices y lados tiene que ser de la forma

C = 20D (doce pentagonos, el resto hexagonos)

L=30D

V=10D + 2

donde D es un numero de la forma

D=a? +ab + b2

Esto da un sélido “casi regular”, el seudoicosaedro de tipo {a, b}. Los
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numeros “magicos” 10 (a? + ab + b?) + 2 desempenan un papel muy
especial en la estructura de un virus. Son numeros de unidades
idénticas (de moléculas proteinicas) que se pueden combinar de
manera “casi regular” para formar una superficie cuasiesférica. La
mayoria de los numeros no tienen esta forma especial. Como indica
la tabla 6.1, los Ginicos numeros magicos inferiores a 300 son:

12, 32, 42, 72, 92, 122, 132, 162, 192, 212, 252, 272, 282.

Notese que todos terminan en 2. ;Comprende usted por qué? Sus
restos en una division por tres parecen ser O o 2: gesto es correcto,
o un numero de la forma 3k + 1 puede ser magico? ¢Por qué?

¢Puede un numero magico ser un cuadrado perfecto?

Tabla 6.1. Nimeros magicos de una estructura virésica

a b (d+ab+ b 10(+ab+ b*)+2
1 0 1 12
p 1 3 32
2 0 4 42
Z ] 7 72
2 2 12 122
3 0 9 92
3: 1 13 132
3 2 19 192
3 3 27 272
4 0 16 162
& 1 21 212
4 2 28 282
5 0 25 252

— Descabellado — dijo el médico—. ¢Cree usted que la matematica

puede gobernar a la madre naturaleza? Le diré de qué sufre usted,
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amigo mio. Hybris, eso es. Y Némesis se vengara, cobrando la forma
de este libro de datos virdsicos. Veamos... Esto bastara: herpes
simplex, el virus del herpe labial... {162 unidades!

— Tipo {4, O} — dije

— ¢Qué? Veamos. Conque... Tiene que ser una coincidencia. Bien,
el siguiente le pondra un palo en la rueda... adenovirus del pollo...
252 unidades.

— Tipo {5, 0}. (Figura 6.7)

— jVerruga humana! — exclamé. Varias interpretaciones me
cruzaron la mente. ¢Otro insulto colosal? ¢Una oblicua referencia a
su nariz? En absoluto. Habia encontrado otro virus, y no estaba
feliz con el resultado—. Demonios! Es 72... eso es tipo {1, 2}. Virus

BK... no, también 72. Papiloma del conejo... iDe nuevo 72!
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Figura 6.7. Adenovirus tipo 12, una disposicion tipo {5, 0} de
unidades proteinicas esféricas. Para hacer un modelo similar usted
solo necesita 252 pelotas de tenis (mas 60 para los “erizos”), varios

tubos de material adhesivo, ingenio y perseverancia [fotografias,

Science Photo Library].

— Ese es tipo {2, 1} — dije—. El tipo {a, b} es el reflejo simétrico del
tipo {b, a} cuando a # b. {Oh, no es tan sorprendente! Los virus de la
verruga humana y el papiloma del conejo son casi idénticos, excepto
que uno es zurdo y el otro es diestro. ¢No le parece un fascinante
ejemplo de evolucion convergent...?

— Mosaico del nabo amarillo, 32, tipo {1, 1} Virus REO... vaya, 92.
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Tipo {3, 0}. — Hojeo el libro como un poseido—. Ah, uno realmente
grande. Tiene que fallar... jHepatitis canina infecciosal! 362.

— Mir6 mi lista—. jNo esta alli, no esta alli!

— Eso es porque la lista no fue lo suficientemente lejos — repliqué—
. Vea el tipo {6, O}.

Solté un bufido.

— Aun la naturaleza — dije— debe someterse a restricciones
matematicas. Siempre que la matematica sea una descripcion
adecuada de la naturaleza... Lo cual, desde luego, es tema de
controversia. Pero la combinatoria de estructuras repetitivas es muy
basica, y no es sorprendente que aparezca en el mundo real.

“Los mismos numeros magicos aparecen si usted trata de juntar
esferas. Si usted comienza con una esfera, puede ponerle doce
alrededor. La proxima capa debe tener cuarenta y dos esferas.
Luego siguen capas de 92, 162, 252 y asi sucesivamente.
Buckminster Fuller pensaba que era muy excitante. Sugirio que el
92 debia de tener propiedades misticas... Por ejemplo, el elemento
noventa y dos es el uranio. Y vaya si es especial.

— ¢Buckminster Fuller? ¢|No era arquitecto?

— Correcto. Pero se inspir6 mucho en la matematica. Diseno
cupulas geodésicas, esferas construidas a partir de disenos
triangulares (figura 6.8), segun los mismos principios que las
formas del virus Goldberg-Caspar-Klug (tabla 6.2).

“Las mismas ideas también son importantes en quimica — anadi,

pues ahora contaba con toda la iniciativa—. Los quimicos han
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sintetizado moléculas organicas uniendo atomos de carbono en las
mismas clases de patron. Creen que el icosaedro trunco reviste
especial importancia porque quiza se forme naturalmente en el
espacio, entre los astros. Esa molécula se denomina
‘Buckminsterfullerana’ (figura 6.9) en honor del inventor de las
cupulas geodésicas. O a veces ‘futboliana’. Para honrar... eh... al
inventor de las pelotas de futbol...

— Buckminsterfulleriana — dijo con tristeza—. Futboliana.

Agacho la cabeza derrotado. Pero los ojos se le iluminaron de

pronto.

Figura 6.8. Cupula geodésica [fotografia, Science Photo Library.
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Tabla 6.2 Seudoicosaedros: virus v cipulas geodésicas
fa b} virus clipula geodésica
{1.1} mosaico amanllo del nabo Instituto Artico, Baffin Island
{2.0}  bactendfago @R
{2.1}  papiloma del conejo
{1.2}  wverruga humana

{22} USS Leyte
{3.0} EREO cuartel de oficiales de la Fuerza Aérea de los EE.UU. en Corea
{4.0}  Herpe, varicela Mount Washington
{5.0} adenovirus tipo 12 pabellon EE UU., Eabul
{6.0}  hepatitis canina infecciosa cipula de radar de la linea artica DEW
{8.8} Lawrence, Long Island
{16.0} pabellén EE.UU.. Expo 67. Montreal
{18.0} La Géode, Paris
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Figura 6.9. Una jaula de atomos de carbono forma el esqueleto bdasico

de la molécula buckminsterfulleriana. Compdrese con la figura 6. 1.

— Tengo su diagnostico, joven — dijo—. Usted sufre de pedodontia,
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el Mal del Pie en la Boca, causado por un enorme virus con forma de
icosaedro. Si no se trata a tiempo, lleva a clasicos sintomas de
cabeza hinchada, que se debe tratar instalando una valvula de
drenaje en la caja craniana. Ahora bien, la cura para un virus
grande es obviamente una inyeccion muy grande. — Y extrajo una
jeringa larga como mi brazo, parecida a esas cosas con que se
rocian los arboles para matar mangas de langostas.

— De pronto me siento mucho mejor — dije.

— jTonterias! Un rapido pinchazo...

— jEspere! — exclamé—. Tengo una idea mejor. — De pronto
recordé un informe parédico que habia circulado un par de anos
atras por los departamentos de matematica. Era una broma, por
cierto, pero quizas el doctor Cruel no se diera cuenta—. jEspere!
Acabo de recordar un trabajo del profesor Bertram Kostant del
Instituto de Tecnologia de Massachusetts.

— cY?

— UsoO un analisis matematico del icosaedro para calcular sus
frecuencias vibratorias naturales. jUsted necesita un laser de
frecuencia variable!

— ¢Para qué necesito un laser?

— Podria sintonizarlo en la frecuencia precisa en que el virus se
hara pedazos. {Como una copa de vino astillada por vibraciones
simpaticas cuando alguien canta la nota adecuadal

— ¢Y qué haria yo con este laser si lo tuviera? — pregunto.

— Me lo meteria en mi nariz y lo encenderia — dije.
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Soluciones

Los numeros magicos son todos de la forma 10 (a%2 + ab + b2), y
como cualquier multiplo de 10 termina con el digito O, los numeros
magicos deben terminar con el digito 2.

Los numeros magicos de la forma 3k + 1 no existen. Para ver por

qué, calcule los posibles valores de a2 + ab + b2 (mod 3):

Vemos que so6lo surgen los valores O y 1. Cualquier numero magico
10 (a%+ ab + b?) + 2 se transforma en 1 (a> + ab + b?) + 2 (mod 3),
porque 10 = 1 (mod 3). Esto es s6lo a? + ab + b% + 2, que es o bien O
+2=20bien 1 + 2 =0 (mod 3).

Ningin numero que termine en el digito 2 puede ser un cuadrado

perfecto, asi que los numeros magicos al cuadrado no existen.

Otras lecturas
e H. S. M. Coxeter: Virus Macromolecules and Geodesic Domes”,
A Spectrum of Mathematics: Essays presented to H. G. Forder,
John Butcher (comp.), Oxford, Oxford University Press, 1967.
e H. M. Cundy y A. P. Rollett: Mathematical Models, Oxford,
Clarendon Press, 1961.
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James M. Hogle, Marie Chow y David J. Filman: “The
Structure of Poliovirus”, Scientific American (marzo 1987),
pags. 28-35.

C. R. Madeley: Virus Morphology, Edimburgo, Churchill &
Livingstone, 1972.

James Meller (comp.): The Buckminster Fuller Reader,

Harmondsworth, Penguin, 1972.

Peter Pearce: Structure in Nature is a Strategy for Design,

Boston, MIT Press, 1978.

D’Arcy Thompson: On Growth and Form, Cambridge,
Cambridge University Press, 1942.
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Capitulo 7

Truco de paridad

Miré por la ventanilla y vi pasar un arbol a mas de cien kilometros
por hora. Pero eso es normal cuando se viaja en tren. El
compartimiento estaba casi vacio. Aparte de mi, s6lo habia un
hombre con pantalones negros, sandalias negras y pies descalzos.
No pude ver el resto, que estaba oculto detras de un perioédico.

Miré mi reloj de pulsera y decidi que era hora de almorzar. Saqué
del bolso una hogaza, una naranja, una banana, una botella de vino
y — muy importante— un sacacorchos.

Acababa de comer el pan y empinar buena parte del vino cuando
noté que el hombre de ropa negra me observaba por un orificio que
habia abierto en el peridédico. Esto era perturbador. ¢Era un
detective privado? ¢Un policia de paisano? ¢Un miembro de la KGB?
Traté de recordar mis posibles delitos y comencé a deslizarme hacia
la puerta. Fue entonces cuando me robo la banana.

Mientras yo dudaba entre recobrar mi propiedad y correr hacia la
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libertad, el extremo de la banana asomo por el orificio del periédico.
Como dicen algunos, la curiosidad maté al gato, y al gato le
quedaban ocho vidas mas. Pero el asunto era demasiado extrano.

— ¢Qué hace usted con mi comida? — preguntée.

El periddico bajo descubriendo una cara delgada con gafas y pelo
largo. El hombre usaba una capa negra y tenia una cadena de
madera colgada del cuello; llevaba una extrana varilla con espirales
talladas y una hendidura en la parte superior, como cuernos de
diablo. Al margen de las gafas, lucia como un profeta del Antiguo
Testamento.

— Estaba empujando la banana a través del orificio — dijo—. Le
apuesto S libras a que usted no puede empujar la naranja.

— jClaro que no! jEl orificio es muy pequeno!

Sonrio.

— Si logro empujar la naranja a través del orificio, ¢usted me debe 5
libras?

— Siempre que usted no rasgue el papel ni corte la naranja, desde
luego — repliqué.

Cogi6 la naranja y la acerco al orificio con una mano. Con la otra
meti6 un dedo en el orificio y le dio un empellon a la fruta.

— jAhi esta! Tal como prometi, empujé la naranja a través del
orificio.

Debi haber tenido la sensatez de no aceptar una apuesta tramposa.
Abri la billetera y transferi parte de su contenido a la palma del

sujeto. El extrajo una segunda botella de vino y me pidi6 prestado el
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sacacorchos.

Era un modo curioso de iniciar una amistad, pero asi fue como
conoci a Matthew Morrison Maddox. Maddox es un mago
profesional, y se especializa en trucos que tienen caracteristicas
matematicas. De alli su nombre escénico, que €l suele escribir “Matt
M. Maddox”. Me dijo que esa varilla, que €l mismo habia tallado, se
llamaba “palillo de pulgar”: se coge metiendo el pulgar entre los dos
diminutos cuernos.

Desdenaba a los magos que utilizaban equipos grandes y
complicados para cortar a mujeres en dos o hacer desaparecer
elefantes de jaulas de vidrio. A su entender los mejores trucos eran
los que usaban aparatos simples.

— Por ejemplo, tomemos estos corchos — dijo—. Vea como los
sostengo entre el pulgar y el indice de cada mano, asi (figura 7.1
[a]). Ahora, usando el indice y el pulgar de la izquierda, cojo los dos
extremos del corcho con la mano derecha; y usando el indice y el
pulgar de la mano derecha simultaneamente cojo los dos extremos
del corcho con la mano izquierda. — Unié ambas manos, las separo,

y cada mano asia un corcho (figura 7.1 [b])—. Ahora hagalo usted.
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Figura 7.1. Un truco con corchos, (a) Posicion inicial, (b) Posicion final,

(c) Como atascarse.

— Facil — dije, cogiendo los corchos entre los digitos. Pero cuando
intenté separar las manos, los dos corchos no se separaban (figura
7.1][c]). Me mostro el truco varias veces, pero yo no captaba como lo
hacia por mucho que lo observara—. Cuando yo intento hacerlo,
estan eslabonados — me quejé—. ¢Como logra usted separarlos? No
lo entiendo. — EIl me mir6 con aire inescrutable.

Déjate de tonterias y usa el pensamiento légico, me dije. Empeceé a

dibujar diagramas para demostrar como se enredaban los corchos y
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mis dedos.
Esencialmente, la disposicion que yo obtenia era como la figura
7.2(a). Cada sistema mano+corcho forma un rizo cerrado, y los dos

sistemas mano+corcho estan eslabonados.

Figura 7.2. Estructura abstracta del truco. Sélo (d) da resultado.

— Es topologia, ¢verdad? — dije. Asintio, pero guardé silencio—.
Tengo que mover los dedos para que no formen un eslabon...
Veamos... ¢Asi? — Dibujé la figura 7.2(b)—. No, qué tonto, siguen
eslabonados. ¢Quiza la figura 7.2(c)? No, el mismo problema... jAja!
Si lo hago de este modo (figura 7.2[d]) entonces los dos rizos se
separan. Ahora, déjeme probar con los dedos... Vaya, qué
complicado, ¢eh? Perdon, creo que me disloqué el pulgar.

Entonces se apiado de mi.

— Tiene razéon en cuanto al eslabonamiento — dijo—. Basicamente
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es un problema topologico. Pero en topologia usted puede estirar las
cosas tanto como desee, o curvarlas en cualquier direccion
concebible. No ocurre lo mismo con los pulgares, como usted acaba
de descubrir. Asi que tiene que hallar un modo de poner los indices
y pulgares en los lugares adecuados sin causarse ningun dano. —
Entonces me mostré como alinear bien los pulgares, y extender los

indices alrededor.

Figura 7.3. Como separar los corchos.

Practiqué los movimientos varias veces hasta que me salieron con
naturalidad.

— jVaya! jBuen truco de prestidigitacion!

— En realidad es un truco de paridad — dijo—. Esa es la clave. Mire
esta cadena. — Me paso la cadena que le colgaba del cuello. Tal
como yo habia creido, era de madera. Cada eslabon era perfecto y

no presentaba roturas.

— ¢Como unio los eslabones? — pregunté.
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— J¢Usted cree que tallé eslabones de madera por separado y luego
los uni, tal como un joyero con una cadena de metal? Imposible,
amigo. No, empecé con una pieza de madera maciza y tallé la
cadena de tal modo que ya quedo eslabonada. Lo cual nos lleva a un
principio matematico fundamental.

“Si tomo dos circulos en el espacio, pueden estar eslabonados
(figura 7.4[a]) o no eslabonados (figura 7.4[b]). Si no estan
eslabonados, puedo separarlos del todo (figura 7.4[c]). La tunica
diferencia en las dos primeras figuras es que un cruce se efectua
por encima y otro por debajo... pero ese cambio infimo significa que

usted no puede deshacer el eslabon resultante.

(a) (b) (c)

Figura 7.4. Dos circulos pueden estar eslabonados (a) o no
eslabonados (b), y sélo los circulos no eslabonados se pueden

separar (c).

— He visto magos que separaban anillos de metal eslabonados en
escena.

— Si. Y esta impresionado porque sabe que es imposible. Sabe que
tiene que haber un truco, pero no puede deducirlo, ¢verdad?

— Verdad.
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— Y yo no pienso contarle. Valoro demasiado mi pertenencia al
Circulo Magico.

— Siempre me pregunté si hay un modo especial de mover los
anillos.

— No, son anillos trucados, al menos le revelaré eso. Tienen que
serlo, porque se puede probar matematicamente que dos anillos
eslabonados no se pueden separar. Es imposible mover los circulos
de la figura 7.4(a) para obtener la figura 7.4(c) mediante una
deformacion continua. Eso significa que usted no puede romper los
circulos ni hacerlos pasar uno a través del otro: sélo puede
estirarlos, comprimirlos y curvarlos. De paso, aunque se les haya
distorsionado la forma, un topologo aun los considera circulos... y
yo también.

— Siempre supe que era imposible — dije—, pero no sabia que se
podia probar.

— Entonces esta de suerte, porque se lo mostraré. La idea es hallar
una propiedad de los circulos eslabonados que no cambie cuando
estan continuamente deformados, pero la cual no posea los rizos no
eslabonados. ¢Se le ocurre alguna?

Me devané los sesos.

— Eh... ¢Estar eslabonados?

— Brillante, pero no demasiado util. Aunque le estoy pidiendo que
razone sobre circulos, no aceptaré razonamientos circulares. Quiero
algo mas definido. Tal vez le ayude mirar un ejemplo. — Dibujo las

figuras 7.5(a) y (b)—. ¢Acepta que usted puede deformar estos dos
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eslabones hasta darles la forma continua del otro?

(a) i)
Figura 7.5. Dos eslabones se pueden distorsionar para que cada cual

cobre la forma del otro.

— Si... se saca un pequeno rizo del circulo negro y se inserta en la
parte superior del blanco.

— jExcelente! Y si le doy cualquier par de circulos, todos
enredados... digamos de color blanco y negro, por si necesitamos
saber cual es cual... gexiste otro modo de usar una deformacion
continua para cambiar el modo en que uno de ellos se superpone al
otro?

— Bien, usted puede deshacer el movimiento del cual hablabamos,
pero no se me ocurre nada... Oh, podria empujar un pequefo rizo
del circulo negro por debajo del blanco.

— Bien.

— O deshacer ese movimiento, también.
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— Excelente. Asi que hay so6lo cuatro tipos de movimiento que
cambian el modo en que un circulo se cruza con el otro.
Llamémoslos movimientos basicos. O bien introducimos un rizo, o
bien lo retiramos (figura 7.6). En cuanto concierne a la
superposicion de los circulos, toda deformacion continua sigue una
serie de movimientos basicos, ¢de acuerdo?

— De acuerdo.

> S
- - - -
- % I
& &
2 S € &

& -
-
-
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Figura 7.6. Los cuatro movimientos bdsicos que cambian el modo en

que se superponen dos circulos.

— Ahora, quiero que usted piense en la cantidad de cruzamientos.
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¢Como altera eso con un movimiento basico?

— Suma dos. O sustrae dos. jOh, entiendo! Si el numero de
cruzamientos es par, tiene que permanecer par. Si es impar, tiene
que permanecer impar. — Ahora me estaba entusiasmando—. Para
dos rizos no eslabonados, como la figura 7.4(c), no hay
cruzamientos, y el cero es numero par. Pero para dos rizos
eslabonados, hay dos cruzamientos y... {Oh, demonios!

— Dos también es numero par.

— Si. Qué lastima. No funciona. Si hubiera sido un numero impar
para un par de circulos eslabonados, habria resultado. Pero no se
puede transformar un numero impar en cero sumando o restando
dos; tiene que permanecer impar.

Asintio.

— Esta llegando. Piense en la cantidad de cruzamientos donde el
circulo negro va por encima del blanco. Ignore aquellos donde va
debajo.

— Veamos, pues... Bien, si realizo un movimiento basico que haga
pasar un rizo de circulo negro sobre el blanco, sumo dos a ese
numero. Si deshago el movimiento, resto dos. Si hago el otro tipo de
movimiento basico, pasar un rizo bajo el circulo blanco... el namero
permanece igual. jMagnifico!l Conque el numero de veces que el
circulo negro va por encima del blanco permanece igual o bien
cambia de a dos. Si empieza par, permanece par; si empieza impar,
permanece impar... jsi! Y en cuanto a la figura 7.4(c), es cero, que es

par; pero para la figura 7.4(b) es uno, que es impar.
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— Y ésa es la demostracion — dijo Maddox—. Es uno de los trucos
favoritos del topodlogo... enfrentar pares y nones. Le sorprenderia el
potencial de esta idea. Pero esto involucra una idea aun mas
potente. Usted acaba de definir una invariante topologica. Eso es
algo que se puede calcular, y que permanece igual a pesar de una
deformacion continua. Si usted toma dos objetos para los cuales la
invariante es diferente, obviamente no puede deformar uno para
darle la forma continua del otro.

— De lo contrario la invariante seria la misma... y no lo es. jAstuto!
— Aqui la invariante es la paridad del numero de veces que el
circulo negro pasa por encima del blanco. La paridad de un numero
consiste en su calidad de par o impar. A eso me referia al decir que
era un truco de paridad. No tan facil de concebir, ¢eh? Y la mayoria
de las invariantes en topologia son mucho mas dificiles de hallar
que nuestra invariante de paridad.

Trazo otro diagrama (figura 7.7).

— He aqui un caso. Para este par de circulos, la cantidad de veces
que el circulo negro cruza sobre la parte superior del blanco es
cuatro, asi que la invariante de paridad es “par”. También lo es la
invariante de paridad de dos circulos no eslabonados. ¢Eso significa

que podemos deshacer el eslabonamiento?
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Figura 7.7. Un eslabonamiento con invariante de paridad par. ¢Se

puede deshacer?

— Si, desde luego. Déjeme tratar... Hmm, es dificil verlo... No sé.

— Lo diré de otro modo. Si usted ve un pajaro negro y un pajaro
amarillo, no pueden pertenecer a la misma especie. Pero si usted ve
dos pajaros negros, ¢eso significa que pertenecen necesariamente a
la misma especie?

— No. Podrian ser dos variedades de cuervo.

— Correcto. El color es una invariante de las especies avicolas...
bien, siempre que ignoremos a criaturas como las cotorras
australianas, que pueden venir en varios colores. Las aves de
diferentes colores son necesariamente de diferentes especies, pero
las aves del mismo color pueden no ser de la misma especie.
Aunque quiza lo sean: el color no es una invariante suficientemente
buena para zanjar la cuestion.

“Asimismo, si dos eslabones tienen invariantes diferentes, tienen
que ser topologicamente diferentes; pero eso no significa que sean
topologicamente similares si tienen la misma invariante. Asi que ni

siquiera la paridad significa que podemos deshacer el eslabon;
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significa que la invariante paridad no es suficiente para demostrar
que no podemos.

Me resulto mas dificil aplicar el razonamiento a los eslabones que a
los pajaros, y se lo dije.

— De acuerdo, le daré otra analogia matematica. Supongamos que
“cuatroformo” numeros sumando o restando 4 una y otra vez.
Quiero saber si puedo cuatroformar 3 transformandolo en 5. Ahora
la paridad del numero es de nuevo una invariante: sumar y restar 4
mantiene impares los numeros impares y pares los nameros pares.
Y 3 y 5 tienen la misma paridad. ¢Puedo cuatroformar 3 volviéndolo
5?

— Bien... 3 + 4 es 7, no sirve... 7 + 4 es 11; luego resto de nuevo 4
para obtener... cuernos, de nuevo 7...

— Exacto, y de hecho no se puede hacer. Pero la paridad no es una
invariante suficientemente potente para demostrarlo. Hay una
mejor. Puedo asignar a cada numero una invariante iguala 0, 1, 2 o
3; a saber, su resto cuando lo divido por 4. Llamémoslo
cuadruplexidad, por analogia con “paridad”.

— Ah — dije sabiamente—. Modulo aritmético 4.

— Bien. Ahora, usted puede verificar que la cuadruplexidad es
también una invariante bajo cuatroformacion. El numero 3 tiene
cuadruplexidad 3, pero el 5 tiene cuadruplexidad 1. Asi que no se
los puede “cuatroformar” uno en otro. ¢Entiende lo que hice?

— Todavia estoy confundido.

— La invariante original, la paridad, no bastaba para distinguir el 3
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del 5. Ambos tienen la misma paridad. Pero al hallar una invariable
mejor, a saber la cuadruplexidad, puedo demostrar que en realidad
no se los puede cuatroformar, deformando uno para formar el otro.
— Entiendo.

— Lo cual significa que hay que tener cuidado con las invariantes.
Se las puede usar para discernir la diferencia entre las cosas,
cuando funcionan; pero cuando no funcionan, eso no significa que
ambas cosas sean similares.

— Entiendo. ¢Hay algo mejor que la cuadruplexidad? Por ejemplo, la
octuplexidad, el resto en las divisiones por 8, o la
hexadecuplexidad... Oh no, eso no...

— Calmese, se esta excitando demasiado. No, la cuadruplexidad es
una invariante completa. Es tan buena que dos numeros se pueden
cuatroformar uno en otro siempre y cuando tengan la misma
invariante de cuadruplexidad.

— Si, pero la octuplexidad sera una invariante mejor si “ochoformo”
numeros sumando o restando 8 repetidamente...

— Concéntrese en el problema, esta entrando en una fase
maniatica.

Asi era. Al fin empecé a ver la luz.

— Usted me esta diciendo que hay una invariable mejor que la
paridad para los eslabones, y eso me indica que no puedo modificar
la figura 7.7 convirtiéndola en la figura 7.4 (c). Déjeme adivinar:

ccuadruplexidad del nimero de cruzamientos?
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Figura 7.8. Calculando el numero de eslabonamiento.

— No, no es tan facil. Lo que necesita es una de las primeras
invariantes topologicas jamas descubiertas, y se llama numero de
eslabonamiento. Lo descubrira si imagina una membrana tendida
sobre el circulo blanco como un circulo de papel. Usted pone una
flecha sobre el circulo negro y ve por donde atraviesa la membrana,
siguiendo la direccion de la flecha a lo largo del circulo. Si pasa de
atras hacia adelante, usted cuenta +1, si pasa de adelante para
atras usted cuenta —1. Luego suma esos +1 y —1 en todos los lugares
donde el circulo negro atraviesa la membrana.

“Por ejemplo, en la figura 7.8, con la flecha como esta, el circulo
negro atraviesa la membrana tres veces de atras para adelante y
una vez de adelante para atras, de modo que el numero de
eslabonamientoes 1 + 1 +1 -1 = 2.

— Interesante — dije—. Es como contar cuantas veces el circulo

negro envuelve al blanco.
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— Bien. El numero de eslabonamiento es una invariante. Usted
tiene que elegir como alinear la flecha, y si invierte la flecha, el
numero de eslabonamiento cambia de signo, de modo que después
de calcularlo usted deberia pasar al signo + para mayor seguridad.
Pero eso es facil de hacer. La pregunta es si usted ve por qué es una
invariante.

— No — le dije. Creo en las conversaciones francas.

— Basicamente se trata del mismo truco. El tinico modo de cambiar
el numero de eslabonamiento es mediante la creacion o destruccion
de dos puntos de corte pasando un rizo en la figura 7.9. Pero

cuando miramos las direcciones...

pasar al I:")
través

@ (b)
Figura 7.9. El numero de eslabonamiento permanece inalterado si se

crea o destruye un par de puntos de corte.

— jVemos que los dos puntos cuentan como +1 y -1, porque las
direcciones son opuestas! — Las palabras me salieron a borbotones,

pues lo veia con toda claridad—. jConque cuando sumamos para
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obtener el numero de eslabonamiento se cancelan entre si! ;Y eso

significa que el numero de eslabonamiento no cambial

J
S i

¥ %

Figura 7.10. Seis eslabones. Dos son susceptibles de transformacion

mutua. sCudles?

— Exacto. ¢No es asombroso que haya que tomarse tanto trabajo
para explicar algo tan obvio? Pero en realidad no es obvio. La
experiencia nos dice que es verdad, pero no nos brinda razones
logicas que expliquen por qué tiene que ser verdad.

La figura 7.10 muestra seis eslabones. ¢Puede usted calcular sus
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numeros de eslabonamiento? Dos de ellos se pueden deformar
convirtiéndolos uno en otro: gcuales?

Pregunté si el numero de eslabonamiento es una invariante
completa. Si dos eslabones tienen el mismo numero de
eslabonamiento, ges posible convertir continuamente uno en el
otro? Matt M. Maddox senalé que quiza valiera la pena analizar un
caso en particular:

— c¢Podemos hallar dos circulos, con numero de eslabonamiento
cero, que empero no se puedan separar?

Si podemos, el numero de eslabonamiento no es una invariante
completa. De hecho, no lo es. Sin embargo, hay nuevas invariantes
de eslabonamiento, wuna de las cuales fue descubierta
simultaneamente por cinco grupos independientes de matematicos,
y una de las cuales podria ser completa, aunque nadie cree que asi
sea. Pero ésa es otra historia, bien contada por Lickorish y Millett:
vea las “Otras lecturas”. Aun asi, ¢puede usted responder a la
pregunta de Matt M. Maddox sobre el numero de eslabonamiento
cero?

Yo no pude. Al cabo de veinte minutos me enjugué la frente con un
panuelo y terminé el vino.

— jCuanta matematica con dos corchos! Me pregunto cuanta
hallaria usted en una botella.

— Muchos han hallado poesia en una botella de vino — dijo
Maddox—. Pero no mucha matematica... se necesita tener la cabeza

despejada para ello. Recuerde: “Un pan, una copa de vino y tu...”
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Ornar Khayyam era bastante buen matematico. Encontré un
meétodo geomeétrico para resolver ecuaciones cubicas. Lo cual me
recuerda que hay un fabricante norteamericano de bebidas
alcoholicas que usa unos eslabones especiales en la etiqueta (figura
7.11). Se los llama anillos borromeos, porque provienen del escudo
de la familia Borromeo.

Miré la etiqueta.

— No me parece muy especial... Solo tres circulos eslabonados.

— Hmm. Si usted tiene tres circulos eslabonados, ¢cuantos tiene
que cortar para tener tres circulos separados?

— Dos.

Figura 7.11. Anillos borromeos. Un corte los separa todos.

— ¢Por qué?
— Cada corte separa un circulo.

Cogio tres rizos de cordel, dispuestos como los anillos borromeos, y
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un par de tijeras. Sacudio los anillos para demostrar que estaban
unidos.

— Corte un rizo — dijo. Lo corté.

Los tres anillos cayeron separados sobre la mesa.

— Ah, usted hizo trampa. Si tiene tres circulos seguidos, usted
puede cortar el del medio, y todos se separan.

Me entrego otro juego de anillos borromeos.

— Bien. Corte el que usted quiera.

— Bien, quiero el del extremo... curioso, no hay extremo...

— Es simétrico — senalé6 Maddox—. No importa cual anillo corte, los
tres se separan.

— Vaya — dije—. Bien, apuesto a que no puede hacer eso con
cuatro anillos.

Me volvio a mirar con aire inescrutable.

— ¢Quiere apostar 5 libras? — dijo.

Soluciones

Los seis numeros de eslabonamiento para la figura 7.10 son a=1, b
=2,c=4,d=35, e=0, f=2. Por lo tanto, los eslabones by fson los
unicos que se pueden convertir uno en otro, y eso se demuestra en

un pequeno experimento.
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Figura 7.12. El eslabon de Whitehead tiene un numero de

eslabonamiento cero pero no se puede separar.
En la figura 7.12 se muestran dos circulos con numero de

eslabonamiento cero que sin embargo estan eslabonados. Esto se

llama eslabén de Whitehead.
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Figura 7.13. Anillos borromeos generalizados. Si se desplaza

cualquier anillo (por ejemplo, el sombreado), los demads se separan.

No soélo usted puede hallar un eslabon de cuatro circulos que se
separa del todo cuando se corta solo uno: se puede hallar dicho
eslabonamiento con n circulos para cualquier n. La figura 7.13
muestra como ocurre esto con siete circulos: el patron general
resulta obvio. C. van de Walle de Evreux me mostro soluciones

elegantes para cuatro y cinco anillos, diferentes de las mias (figura

7.14).
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Figura 7.14. Soluciones elegantes para cuatro y cinco anillos, cuyo

autor es C. van de Walle.
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Capitulo 8

Encuentros cercanos de la fase Fermat

He contado que en mi jardin, detras del frambueso, hay una
distorsion espaciotemporal. Conduce, entre otras cosas, al planeta
Ombilicus, a mil millones de anos luz de la Tierra en la direccion del
ojo derecho de Orion. El lugar — y el tiempo— adonde uno vaya a
parar si lo atraviesa parece depender de lo que pensamos al entrar.
Hice algunos experimentos para ver si podia afinar la sintonia del
donde y el cuando. Aun no domino bien la cosa — la semana
pasada casi apareci en la antigua Jerico justo cuando se
derrumbaban los muros— peno lo estoy consiguiendo.

Ayer decidi visitar a un matematico a quien admiro mucho, Pierre
de Fermat, quien nacio en 1601 y muri6 en 1665. Vivio en Toulouse,
y fue abogado. Es mas conocido, desde luego, por el teorema que no

demostroé (¢o si?), a saber, el Ultimo Teorema de Fermat.

159 Preparado por Patricio Barros



Ingeniosos encuentros entre juegos y... www.librosmaravillosos.com Ian Stewart

Tal vez usted conozca la historia. Fermat tenia una copia de la
Arithmetica de Diofanto, un antiguo libro de algebra. Las ecuaciones
que se deben resolver con numeros enteros se llaman ecuaciones
diofantinas en su honor. En una parte Diofanto explica como hallar
triangulos rectos cuyos lados sean todos enteros. Segun el teorema
de Pitagoras, dichos triangulos tienen lados (a, b, ¢) de tal modo que
a? + b2 = 2. Hay infinitas soluciones enteras para esta ecuacion,
tales como (3, 4, 5) y (5, 12, 13). De todos modos, Fermat empezo a