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Resena

Guiado por el concepto clave del uego de la ciencia», nombre de la
seccion que esta a su cargo semanalmente en El Pais digital desde
2015, Carlo Frabetti ofrece en El diablillo de Einstein una seleccion
de enigmas —conocidos algunos, otros no tanto— que comparten el
rasgo comun de su poder perturbador o, lo que es lo mismo, su
capacidad de estimular la reflexion y hacer mas flexible la mente.

Prolongacion o ampliacion, en buena medida, de ¢El huevo o la
gallina?, este libro que propugna el juego como dialogo gozoso y
apasionado con el mundo exterior e interior, con uno mismo y con
los demas, hara las delicias de todos los aficionados a la ciencia,

pero también de aquellos que no tengan miedo a pensar.
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A mis lectoras y lectores de El
juego de la ciencia, que con sus
asiduas aportaciones y
comentarios convirtieron una
seccion de divulgacion cientifica en
un estimulante foro de reflexion y

debate.

Presentacion
Todas las cosas son imposibles,
mientras lo parecen.

Concepcion Arenal

Muchas personas se bloquean ante problemas de logica o de
ingenio, mas aun cuando aparecen involucradas de alguna manera,
aunque sea muy accesoria, las matematicas. El sentimiento de
incapacidad para resolver una de estas cuestiones las lleva a
abandonar rapidamente, evitando la frustracion ante una tarea
imposible.

Freir un huevo, pilotar un avion o solucionar un enigma de logica
son actividades que precisan un tiempo de preparacion. Todas ellas
requieren cierto entrenamiento; cada persona necesitara su tiempo
para conseguir llevar a cabo estas tareas, se trata tan solo de una
cuestion de ganas y de teson. Es cierto que los resultados dependen
mucho de nuestras habilidades: no es tan facil conseguir un huevo

frito perfecto, guiar una aeronave es una tarea muy compleja, y no
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hay formulas para resolver cualquier problema de logica o de
ingenio.

Las matematicas desatan, sin ninguna duda, grandes pasiones. No
dejan a nadie indiferente: o se adoran o se odian. Eso no es malo,
porque del odio al amor solo hay un paso, ¢o era al revés? Como
profesora de matematicas ejerciendo desde hace mas de treinta
anos, en mas de una ocasion he tenido la suerte de presenciar ese
maravilloso brillo en la mirada de una alumna o un alumno que ha
conseguido entender algun tema que tenia atravesado. Ese
momento «ajar», el instante del descubrimiento, es sublime; la
emocion es incomparable.

A eso es a lo que nos invita precisamente Carlo Frabetti en las
siguientes paginas: a emocionarnos con el juego de la ciencia». Sus
propuestas, enigmas, problemas y paradojas son un auténtico reto,
un juego, una delicia para nuestro intelecto.

Los «enigmas perturbadores» que propone Carlo desconciertan en
ocasiones, maravillan en otras. En las paginas que siguen
apareceran desde monjes hasta filosofos, pasando por poetas y
eminentes matematicos. Y también podremos saborear algunos
conceptos procedentes de la geometria, la aritmeética, la topologia o
la teoria de la probabilidad, por citar algunas.

Ante cada una de las propuestas que plantea, el autor nos propone
leer con cuidado para entender lo que se dice... y sobre todo lo que
no se dice. Y, después, nos invita a recapacitar y a exponer nuestra
solucion, sin miedo a equivocarnos. A veces la solucion no es unica,

y en otras ocasiones el resultado es imposible; ciertamente, esto
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hace que el juego sea aun mas apasionante. Es posible que no
siempre encontremos la respuesta adecuada; realmente, lo
importante no es «acertar». Lo verdaderamente seductor es aprender
con las explicaciones a cada reto propuesto, o quizas disentir con
algunas de ellas; en resumen, lo esencial es disfrutar del proceso.

iYo lo he hecho!

Marta Macho Stadler
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A modo de introduccion:

El juego de la ciencia

La ciencia es algo muy serio y riguroso, todo lo contrario de un
juego anarquico y festivo, pensaran algunos. Pero ¢acaso no es el
juego la primera forma de aprendizaje del ser humano y de otros
muchos animales? Mediante el juego, los cachorros de muchas
especies, incluida la nuestra, descubren algunas de las reglas
fundamentales de la naturaleza, asi como el funcionamiento de su
propio cuerpo material y su mente intangible. El juego es, en ultima
—o0 primera— instancia, un dialogo gozoso y apasionado con el
mundo exterior e interior, con uno mismo y con los demas. ¢Y qué
otra cosa es la ciencia?
La primera vez que vi expuesta de forma explicita la nocion de que
la ciencia es un juego fue en un articulo de Isaac Asimov (aunque
Karl Popper ya la esbozo en 1934, en La logica de la investigacion
cientifica). Y una de las mas bellas expresiones de esta idea que
conozco es la siguiente:

cJugamos una partida? Esta es la antigua pregunta que el

Universo, o algo detras del Universo, empezé a hacerles a

los perplejos bipedos implumes que proliferaban en el

tercer planeta del Sol tan pronto como sus Simiescos

cerebros pudieron comprender el juego de la ciencia. Es un

juego curioso. No hay ningun conjunto de reglas definitivo

y parte del juego consiste en tratar de descubrir cudles son
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las reglas basicas... El juego nunca ha sido tan

apasionante y tan peligroso como ahora.

Asi comienza Orden y sorpresal, de Martin Gardner, uno de los
ensayos mas sugerentes que jamas he leido, cuyo titulo expresa con
certera elegancia el binomio —la dialéctica— realidad-reflexion,
materia-mente, universo-conciencia: el cosmos (el orden) se mira en
el espejo de su culminacion, que es la conciencia, y se sorprende sin
cesar ante su propia armonia.

La ciencia es un juego del que todas y todos, en mayor o menor
medida, formamos parte. Cobrar conciencia de ese juego, de su
belleza y sus riesgos, aumenta tanto su eficacia como su placer. Y
para ello no hace falta ser un cientifico: todas las personas, a todas
las edades, podemos y debemos participar activamente, todas
podemos y debemos ser jugadores, si no queremos convertirnos en
meros juguetes. No hay reglas definitivas; pero una de las técnicas
basicas del juego es hacer(se) preguntas cuyas respuestas llevan a
otras preguntas, afrontar enigmas cuyas soluciones plantean otros
enigmas.

Y en la base misma del juego de la ciencia esta lo que Lewis Carroll
denominéd, en su fascinante libro homonimo (The Game of Logic,
1886), «el juego de la logica», cuyas reglas, no siempre tan claras
como parecen, también aprendemos a medida que jugamos. Y como
el propio Carroll nos enseno (y antes que €l la tradicion oral), no hay

mejor manera de jugar a ese juego que mediante los acertijos y

1 Gardner, M. (1983): Orden y sorpresa, Alianza Editorial, Madrid.
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rompecabezas de la matematica, la logica y la fisica recreativas. Y al
igual que el de la Esfinge, los mejores enigmas son perturbadores,
es decir, nos sacan de nuestra zona de confort mental y nos invitan
a reflexionar sobre determinados aspectos de la realidad o sobre
nuestra propia manera de percibirla y pensarla, a la vez que nos
alertan sobre nuestros prejuicios, lagunas e incoherencias.

Los acertijos propuestos en este libro (que en buena medida es una
prolongacion-ampliacion de ¢El huevo o la gallina?) proceden en su
mayoria de mi seccion El juego de la ciencia, que vengo publicando
semanalmente en El Pais digital desde 2015, y que a su vez es
heredera de la que durante mas de cuatro anos publiqué en el
desaparecido diario Publico. Algunos enigmas son bastante
conocidos y otros no tanto (e incluso hay algunos muy novedosos);
pero, en cualquier caso, los he seleccionado por su poder
perturbador, o lo que es lo mismo, por su capacidad de estimular la
reflexion y flexibilizar la mente. Y también por la forma —a veces
evidente y otras sutil— en que unos enigmas llevan a otros y van
trenzando hilos, sugiriendo caminos en ese jardin de senderos que

se bifurcan que es la ciencia, el gran juego.

11 Preparado por Patricio Barros



El diablillo de Einstein www.librosmaravillosos.com Carlo Frabetti

El juego de la ciencia

§. El monje y el punto fijo

¢Pudo Dios, en el preludio del Diluvio Universal, azotar la faz de la
Tierra con un viento ubicuo? No: la topologia impone un limite a la
colera divina.

Tal vez esta declaracion parezca herética, pero no lo es mas que
decir que Dios no puede hacer un circulo cuadrado, afirmacion que
suscribiria el tedlogo mas ortodoxo. Un viento omnipresente es un
absurdo matematico. Del mismo modo que no se puede peinar una
esfera peluda con todo el pelo alisado, sin formar ningun remolino,
en todo momento ha de haber en la Tierra al menos un lugar donde
el aire esté en calma. Asi lo exige el teorema del punto fijo, que no
solo limita el poder de Dios, sino el del propio Caos. Donde el orden
parece totalmente abolido y el azar rey absoluto, la matematica
encuentra un ojo del huracan, un punto fijo.

Tomemos un cuaderno ideal. La primera hoja yace sobre la
segunda, borde con borde, vértice con vértice, de forma que cada
punto de aquella esta encima de su punto homodlogo de esta.
Arranquemos la primera hoja, hagamos con ella una bola informe y
depositémosla sobre la que tenia debajo. El teorema del punto fijo
demuestra que siempre habra al menos un punto de la hoja
estrujada que seguira estando exactamente encima —en la misma
vertical— de su homologo de la hoja intacta.

Vayamos de A a B y al dia siguiente, con el mismo horario de salida

y llegada, volvamos de B a A por el mismo camino. Aunque las
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velocidades de ida y vuelta varien arbitrariamente y en ambos viajes
hagamos paradas al azar, habra un punto del camino por el que al
volver pasaremos exactamente a la misma hora que al ir.
El teorema del punto fijo fue demostrado en 1912 por el matematico
holandés L. E. Brouwer; pero parece ser que en realidad lo
descubrio mil anos antes un anonimo monje budista. Esta es la
historia tal como me la contaron hace mucho tiempo en el
monasterio de Shaolin:
Al amanecer, un monje sale de su monasterio y se dirige a
un templo situado a una jornada de distancia. Su paso no
es uniforme, y hace frecuentes paradas para contemplar el
paisaje. Al anochecer llega al templo, donde pasa un par
de dias meditando, y al alba del tercer dia emprende el
viaje de regreso por el mismo camino. Al pasar junto a un
arbol que le llamoé la atencion, deduce por su sombra que
en el vigje de ida pasé por alli a la misma hora. Al
principio le parece una curiosa coincidencia, pero tras
reflexionar sobre ello llega a la conclusion de que era
inevitable que hubiese un punto del camino por el que
pasara a la misma hora en el viagje de ida y en el de
vuelta, pese a haberlos efectuado a velocidades variables
y jalonandolos con pausas arbitrarias.
El monje estaba lejos de poseer los conocimientos necesarios para
expresar matematicamente sus ideas, pero razon6 de la siguiente
manera...

¢Como pudo llegar el monje a su conclusion?
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§. El reloj de Kant

El monje budista razono6 de la siguiente manera, muy en la linea de

la filosofia zen:
St el mismo dia que yo fui del monasterio al templo otro
monje hubiera ido del templo al monasterio, forzosamente
habriamos tenido que cruzarnos en algin punto del
camino. Y puesto que un dia es todos los dias y un hombre
es todos los hombres, puedo imaginar que el de ida y el de
vuelta son el mismo dia y que me he cruzado conmigo

mismo.

Los viajes de ida y vuelta, ademas de ser la esencia de toda aventura
que se precie (empezando por la Iliada y la Odisea, las maximas
aventuras literarias occidentales), son el tema de numerosos
acertijos logicos. Veamos uno de los mas sencillos:
Un ciclista va desde una poblacion del interior a la playa, cuesta
abajo, a una velocidad de 30 kilometros por hora, y al volver a su
casa, cuesta arriba, va a 10 kilometros por hora. ¢Cual es la
velocidad media del ciclista en el trayecto de ida y vuelta?
Lewis Carroll abordo el tema, dandole su toque personal, en Un
cuento enmaranado. En resumen, y reduciendo a un solitario
paseante los dos locuaces guerreros del relato, el acertijo que
plantea Carroll es el siguiente:

Un paseante sale de su casa a las tres. Recorre un camino

llano, luego sube a una colina y, sin prisa pero sin pausa,
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regresa a su casa y llega a las nueve. En el camino llano
va a 4 millas por hora, subiendo a la colina a 3 y en el
descenso a 6. Halla la distancia recorrida por el paseante
Yy, con media hora de aproximacion, la hora en que llegé a

lo alto de la colina.

Y ahora enmaranemos un poco mas la cosa con ayuda de Kant. El
autor de Critica de la razéon pura era de costumbres tan regulares
que los habitantes de Kdnigsberg lo llamaban «el prusiano puntual»
y ponian en hora sus relojes al verlo pasar, y se cuenta que en
cierta ocasion fue él mismo quien aprovecho para tal fin uno de sus
meticulosos trayectos.

Una tarde Kant vio que el reloj de su casa se habia parado, pues
Lampe, su fiel criado, se habia olvidado de darle cuerda antes de
tomarse la tarde libre. Poco después el filosofo fue caminando a
visitar a su amigo Schmidt, que vivia a un par de kilometros. Al
entrar en la casa de su amigo se fijo en la hora que marcaba un
reloj de pared. Tras conversar un buen rato con Schmidt, Kant
regresO a su casa por el mismo camino, andando, como de
costumbre, con el paso constante y regular que no habia cambiado
en veinte anos. No sabia cuanto habia tardado en hacer el camino
de regreso, pues Schmidt se habia mudado recientemente y Kant no
habia cronometrado aun el trayecto. Sin embargo, apenas llegé a su

casa puso el reloj en hora. ;:Como pudo saber qué hora era?

§. Los puentes de Konigsberg
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Si en nuestro primer enigma (el del monje en su viaje de ida a
vuelta) es facil subvalorar la simetria del recorrido por el hecho de
que las velocidades no sean uniformes, en el del ciclista (y similares)
se tiende a sobrevalorarla, y muchos contestan, a bote pronto, que
su velocidad media es de 20 kilometros por hora, puesto que a la
ida es de 30 y a la vuelta de 10. Pero hay que tener en cuenta que
tarda tres veces mas tiempo en volver que en ir, puesto que a la
vuelta su velocidad es tres veces menor. Si llamamos t al tiempo que
tarda en ir a la playa, al regresar tardara 3t, luego su velocidad

media sera

(30t+ 10 x 3¢)/4t=60t/4t= 15 kilometros por hora.

El acertijo de Carroll se puede resolver mediante una ecuacion
similar a la anterior; pero la solucion dada por el propio autor es
mas sencilla y elegante:

Una milla en terreno llano le cuesta al paseante 1/4 de hora, en
terreno ascendente 1/3 y al descender 1/6. Por lo tanto, recorrer la
misma milla en los dos sentidos le cuesta media hora, tanto en
terreno llano como en la ladera de la colina. Asi pues, en 6 horas
habra hecho 12 millas de ida y 12 de vuelta, 24 en total. Si las 12
millas de ida hubiesen sido casi todas de camino llano, habria
tardado un poco mas de tres horas. Si casi todas hubiesen sido
cuesta arriba, habria necesitado un poco menos de cuatro horas.
Por lo tanto, en tres horas y media, con un error maximo de media

hora, tuvo que llegar a la cima; como sali6 a las tres, llego alli
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alrededor de las seis y media, con un margen de error de media
hora.

Y por lo que respecta a Kant, la clave esta en la llave (del reloj), pues
antes de salir de casa dio cuerda a su reloj parado, que, para
simplificar, supondremos que marcaba las 4 en punto. Al llegar a
casa de Schmidt se fijo en la hora del reloj de pared (supongamos
que eran las 6), y también tomé nota mental de la hora al
despedirse (pongamos que eran las 8). Al llegar a su casa vio que su
reloj marcaba, digamos, las 7 en punto, por lo que habia estado
ausente tres horas; y como habia pasado dos charlando con su
amigo, en el trayecto de ida y vuelta habia empleado una hora, por
lo que, dada la proverbial regularidad de su paso, habia
transcurrido media hora desde que saliera de casa de Schmidt; por
lo tanto, eran las 8.30.

D

Es probable que Kant, al ir a visitar a su amigo, pasara por alguno
de los siete puentes de Konigsberg; pero obviamente no paso por
todos ellos, aunque tuviera que cruzar toda la ciudad, pues basta
con echar una ojeada al grafico para ver que para ir de cualquier
punto a cualquier otro basta con cruzar uno o dos puentes (o
ninguno). Sin embargo, supongamos que aquella tarde Kant hubiera
querido recorrer la ciudad entera pasando por todos los puentes

una sola vez.
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¢Hay alguiin punto a partir del cual un paseante puede efectuar un
recorrido que pase una y solo una vez por todos los puentes de

Konigsberg?

§. De un solo trazo

Podemos estar seguros de que Kant ni siquiera intent6é pasar una y
solo una vez por los siete puentes de Koénigsberg, pues Leonhard
Euler ya habia demostrado (en 1736, cuando Kant tenia doce anos)
que tal recorrido era imposible.

Para resolver el problema, Euler empezé por reducir el plano de
Koénigsberg a un esquema en el que cada una de las cuatro zonas de
la ciudad (dos islas fluviales y ambas margenes del rio Pregel) es
representada por un punto y cada puente por una linea que conecta
dos de esos puntos.

Luego Euler vio que en los puntos intermedios del recorrido tenian
que confluir un numero par de lineas, pues por cada tramo de
llegada tenia que haber uno de salida; solo en el punto inicial y en el
punto final del recorrido debian confluir un nimero impar de lineas
(con la posibilidad, claro esta, de que el punto inicial y el final

fueran el mismo). Pero, como se puede ver en el diagrama, en todos
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los puntos confluyen un numero impar de lineas (3, 3, 3 y S

respectivamente), por lo que el recorrido es imposible.

Euler no se limité a resolver el problema de los puentes, sino que lo
generalizO en un trabajo que tituldo Solutio problematis ad
geometriam situs pertinentis, que se considera el punto de partida de
la teoria de grafos, e incluso de la topologia.

Un grafo es un conjunto de puntos (denominados nodos o vértices)
unidos por unas lineas o aristas que representan algun tipo de
conexion entre ellos. La forma y el tamano de las aristas es
irrelevante, por lo que un grafo no es una estructura geométrica
sino topologica (pues la topologia no se ocupa de las formas y los
tamanos concretos de las figuras, sino de propiedades mas
generales, como la continuidad, la proximidad, la compacidad o,

como en este caso, la conectividad).

* k% k% %
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Hay numerosos acertijos logicos directamente relacionados con los
recorridos exhaustivos, como los que consisten en dibujar una
figura sin levantar el lapiz del papel ni pasar dos veces por un
mismo trazo. Uno de los mas conocidos consiste en dibujar de un

solo trazo un sobre abierto como el de la figura.

Algo mas dificil de dibujar de un solo trazo es la figura que Lewis

Carroll le envio por carta en 1869 a una de sus jovenes amigas.
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§. Caminos hamiltonianos
A partir de las consideraciones de Euler relativas al problema de los
puentes de Konigsberg, es facil ver que para dibujar un sobre
abierto sin levantar el lapiz del papel y sin pasar dos veces por un
mismo trazo, hay que partir de uno de los dos vértices inferiores y
terminar en el otro, pues en ambos confluyen un numero impar de
aristas (3). Como en los demas vértices el numero de aristas es par
(2 en el vértice superior y 4 en los demas), el recorrido es posible, e
incluso hay varias soluciones distintas (¢cuantas?).
En el acertijo de Lewis Carroll, a todos los vértices les corresponde
un numero par de aristas, por lo que el recorrido tiene que empezar
y terminar en el mismo punto. También en este caso hay varias
soluciones distintas (aunque no tantas como parece, pues las
soluciones simétricas son equivalentes). Por ejemplo, si partimos del
punto de interseccion inferior, un posible recorrido seria: 1 abajo, 2
dcha., 3 arriba, 4 izda., 5 abajo, 6 izda., 7 arriba, 8 dcha., 9 arriba,
10 dcha., 11 arriba, 12 izda., 13 abajo, 14 izda., 15 abajo, 16 izda.,
17 arriba, 18 dcha., 19 arriba, 20 izda., 21 abajo, 22 dcha., 23
abajo, 24 dcha. (en todos los casos, el trazo es lo mas breve posible,
es decir, cambia de direccion al encontrar el primer nodo).

* ok ok ok
Estos acertijos nos llevan directamente al fascinante tema de los
caminos y los ciclos hamiltonianos. Un camino hamiltoniano es un
recorrido que, siguiendo las aristas de un grafo, pasa una sola vez
por todos sus vértices. Si el recorrido termina en un vértice

adyacente al de partida, el camino es un ciclo hamiltoniano (pues se
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podria cerrar el circuito recorriendo la arista que une los vértices
inicial y final).

Los caminos hamiltonianos se llaman asi en honor del gran
matematico irlandés William Hamilton (el padre de Ilos
cuaterniones), que estudio este tipo de recorridos en los soélidos
platonicos.

En el ano 1857, William Hamilton permitidé que se comercializara un
rompecabezas basado en los caminos hamiltonianos, consistente en
hallar un recorrido por las aristas de un dodecaedro que pasara una
sola vez por todos sus vértices (parece ser que las 25 libras que le
pagaron en aquella ocasion fue todo el dinero que Hamilton percibio
en su vida por todos sus hallazgos matematicos).

Veamos a continuacion qué aspecto presentaba el rompecabezas de

Hamilton:
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La figura es un grafo topolégicamente equivalente a un dodecaedro,
en el que puedes intentar hallar un camino hamiltoniano. O mejor un

ciclo.

§. La torre de Hanoi

«En el Gran Templo de Benarés, bajo la cupula que senala el centro
del mundo, hay una placa de laton con tres agujas de diamante,
cada una de las cuales tiene una altura de un codo y es tan gruesa
como el cuerpo de una abeja. El dia de la creacion, Brahma ensarto
en una de esas agujas 64 discos de oro de diferentes diametros: el
disco mas grande apoyado en la placa, y luego, uno encima de otro,
los 63 restantes, en orden decreciente. Dia y noche, el sacerdote de
turno transfiere los discos de una aguja a otra, de acuerdo con las
leyes de Brahma, fijas e inmutables, que requieren que el sacerdote
mueva solo un disco a la vez, y que los coloque en las agujas de
forma que nunca haya un disco encima de otro de menor tamano.
Cuando termine el traslado de todos los discos de la aguja inicial a
una de las otras dos, el templo se convertira en polvo y el universo
entero desapareceran.

No es un fragmento de los Vedas, sino el folleto de un juguete, un
rompecabezas inventado en el siglo XIX por el matematico francés
Edouard Lucas y comercializado como «La torre de Hanéi» (con solo
cinco discos de madera en lugar de los 64 discos de oro de Brahma).
Casualmente, y como se menciona en el capitulo anterior, por la
misma época William Hamilton también difundi6 uno de sus

descubrimientos en forma de rompecabezas. Una de las versiones
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era un dodecaedro de madera con el nombre de una ciudad escrito
junto a cada vértice; el juego consistia en partir de un vértice
cualquiera y, siguiendo las aristas, recorrer todas las ciudades
pasando una sola vez por cada una de ellas y regresando al punto

de partida. En la figura vemos una de las soluciones posibles.

Dos grandes matematicos del siglo XIX coinciden, cosa ya de por si
extraordinaria, en comercializar como juguetes sus respectivos
descubrimientos topologicos. Y, como en los culebrones, esos dos
transfugas de la ciencia que sin conocerse de nada coinciden en una
jugueteria resultan ser hermanos, aunque no lo descubririan hasta
cien anos después. A mediados del siglo pasado, el matematico
estadounidense D. W. Crowe demostréo que el orden en el que hay
que mover n discos de una torre de Hanoi para trasladarlos a otro

eje, se corresponde exactamente con la secuencia direccional (y
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dimensional) de un recorrido hamiltoniano en un cubo de n

dimensiones.

Traslada los tres discos del eje A al B o al C en el menor numero de
movimientos posible (de acuerdo, claro esta, con las fijas e
inmutables leyes de Brahma), y luego comprueba el isomorfismo de
esta transferencia de discos con un recorrido hamiltoniano en un
cubo normal y corriente (o sea, de tres dimensiones).

Y aunque no tengas tiempo de trasladar los 64 discos de oro (ni lo
intentes, no vaya a ser que desaparezca el universo), tal vez
descubras la sorprendente relacion de esta mitica transferencia con
la recompensa que el no menos mitico inventor del ajedrez le pidio
al rey de la India: un grano de trigo por la primera casilla del
tablero, dos por la segunda, cuatro por la tercera, ocho por la
cuarta, y asi sucesivamente hasta la casilla 64, doblando en cada

una el numero de granos de trigo de la anterior.

§. La torre y el cubo
Para hallar la secuencia de movimientos necesarios para trasladar
los discos de un eje a otro en la torre de Hanoi de tres discos,

partamos del caso mas sencillo posible: una torre trivial de un solo
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disco, en la que es evidente que basta un movimiento para trasladar
ese disco a otro eje. Una torre de dos discos también es trivial:
trasladamos el menor a uno de los dos ejes libres, el mayor al otro
eje libre, y por ultimo ponemos el menor sobre el mayor.
Consideremos ahora la torre de tres discos, que numeraremos de
menor a mayor: 1, 2 y 3. Para el primer movimiento solo hay una
opcion: trasladar el disco 1 a uno de los dos ejes libres. Para el
segundo movimiento solo hay una opcion no repetitiva: pasar el
disco 2 al eje libre. Los siguientes movimientos no son unicos, pero
si bastante obvios: 3.°) 1 sobre 2, 4.°) 3 al eje libre, 5.°) 1 al eje libre,

6.°) 2 sobre 3, 7.°) 1 sobre 2. La secuencia es, pues, 1213121.

Como hemos visto, William Hamilton estudié en todos los soélidos
platonicos, y no solo en el dodecaedro, los recorridos que llevan su

nombre. En el caso de un cubo, si llamamos 1 a la direccion
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vertical, 2 a la horizontal y 3 a la anteroposterior, partiendo, por
ejemplo, del vértice A del cubo de la figura y efectuando el sencillo
recorrido hamiltoniano AEFBCGHD, que pasa por todos los vértices
una sola vez, vemos que la secuencia direccional (y dimensional) del
ciclo es 1213121, la misma que en una torre de Handi de tres

discos.

H G

x'\ = B

Y, como también hemos visto, a mediados del siglo pasado D. W.
Crowe demostréo que este sorprendente isomorfismo se mantiene
para torres de cualquier altura y cubos de cualesquiera
dimensiones: el orden en el que hay que mover n discos de una torre
de Hanoi para trasladarlos a otro eje, se corresponde exactamente
con la secuencia direccional (y dimensional) de un recorrido
hamiltoniano en un cubo de n dimensiones.

Por otra parte, y como es bien sabido, el mitico inventor del ajedrez

le pidi6 al rey de la India un grano de trigo por la primera casilla del
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tablero, dos por la segunda, cuatro por la tercera, ocho por la
cuarta, y asi sucesivamente hasta la casilla 64, doblando en cada
una el numero de granos de trigo de la anterior. Pues bien, este
numero astronomico (18.446.744.073.709.551.615) es igual al
numero de traslados necesarios para pasar de un eje a otro los 64
discos de oro de la torre de Brahma (y también, como acabamos de
ver, al namero de aristas que hay que recorrer en un hipercubo de
64 dimensiones para efectuar un ciclo hamiltoniano). ¢Cémo se

explica la sorprendente equivalencia?

§. El tablero desmesurado

La recompensa que el mitico inventor del ajedrez le pidio al rey de la
India constituye uno de los mas conocidos ejemplos del vertiginoso
crecimiento de las progresiones geométricas. Un grano de trigo por
la primera casilla del tablero, dos por la segunda, cuatro por la
tercera, ocho por la cuarta... La intuicion nos dice que con un saco
de trigo sera suficiente, y sin embargo no bastaria la cosecha
mundial de muchos anos para suministrar los aproximadamente 18
trillones y medio de granos resultantes.

El calculo es sencillo, sin necesidad de echar mano de las formulas
matematicas: basta con ver que los granos de cada casilla superan

en una unidad a los de todas las anteriores juntas:

2=1+1,4=2+1+1,8=4+2+1+1..
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En la casilla 64.%, tras 63 duplicaciones, habra 2.3 granos, luego en
todas las anteriores juntas habra 263 - 1, y en total: 263 + 263 — 1 =

264 — 1.

1 2 - 8 16 32 64 128

256 512 1.024 2.048 4.086 8.192 16384 | 32768

65536 | 131072 | 262.144 | 524.288 | 1.048.576 | 2.097.152 | 4.194.304 | 8.388.068

16.777. | 33554, | 67.108. | 134.217. | 268435, | 536.870. | 1.073. 2.147.
216 432 864 728 456 912 741.824 | 483.648

4.29%. 8.589. 17.179. | 34.359. | 68.719. | 137.438. | 274.877. | 549.755.
967.296 | 934592 | 869.184 | 738368 | 476736 | 953.472 | 906.944 | B13.888

1.099. 2.199. 4.398. 8.796. 17.592. | 35.184. | 70.368. | 140.737.
511.627. | 023.255. | 046.511. | 093.022. | 186.044. | 372.088. | 744.177. | 488.355.
776 552 104 208 416 832 664 328

281474, | 562.949. (1.125.899.12.251.799.|14.503.599.19.007.199.| 18.014. | 36.028.
976.710. | 953.421. | 906.842. | B13.685. | 627.370. | 254.740. | 398.509. | 797.018.
636 312 624 428 496 992 481.984 | 963.968

72057, | 144.115. | 288.230. | 576.460. | 1.152.921.[2.305.843 |4.611.686.(9.223 372.
594,037, | 188.075, | 376.151. | 752303, | 504.606. | 009.213. | 018427, | 036.854.
927.936 | 855872 | 711.744 | 423.488 | 846.976 | 693.952 | 387.904 | 755.808

En cuanto a la torre de Hanoi, hemos visto que para trasladar tres
discos (numerados de menor a mayor: 1, 2 y 3) son necesarios un
minimo de siete movimientos, siguiendo la secuencia 1213121.
Ahora bien, para dos discos la secuencia es 121, o sea que lo que
hemos hecho ha sido trasladar una torre de dos discos, luego
desplazar el tercer disco y por ultimo volver a trasladar la torre de

dos discos para ponerla encima del tercero. Es facil comprobar que,
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analogamente, con cuatro discos la secuencia es
121312141213121: primero trasladamos una torre de tres discos,
luego desplazamos el cuarto, y por ultimo volvemos a trasladar la
torre de tres para ponerla encima del cuarto disco. Y asi sucesiva e
indefinidamente.

Asi pues, a medida que aumenta el numero de discos, el numero de

movimientos necesarios para trasladarlos crece segun la progresion

1,1 +1+1=3,3+1+3=7,7+1+7=15,15+1+ 15=231...

Pero 1, 3, 7, 15, 31... son las sucesivas potencias de 2 menos 1; por
lo tanto, para trasladar una torre de 64 discos haran falta 264 - 1
movimientos, tantos como granos de trigo le pidiera al rey de la
India el inventor del ajedrez.
* ok Kk

Un numero astronoéomico, sin duda, 18 trillones y medio; pero ni
mucho menos el mayor de los que pueden proliferar en un damero.
Consideremos, sin ir mas lejos, el numero de jugadas posibles en
una partida de ajedrez. En su primera jugada, las blancas tienen 20
opciones (adelantar una o dos casillas cada uno de los ocho peones
y mover cada caballo a una de las dos casillas accesibles), y a cada
apertura pueden responder las negras, asimismo, de 20 maneras
distintas, con lo que tenemos 400 combinaciones posibles. Tras el
segundo movimiento de las blancas, las situaciones posibles son ya
mas de 5000, y mas de 70.000 tras el segundo movimiento de las

negras (exactamente 72.084). Tras el tercer movimiento de las
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blancas hay mas de 800.000 posiciones posibles, y mas de
9.000.000 tras el tercero de las negras... Si siguiéramos adelante,
llegariamos a una cifra del orden de los septillones, frente a la cual
los 18 trillones y medio de granos de trigo del inventor del ajedrez se
convierten en una insignificante migaja.

Pero volvamos a los numeros abarcables: acabamos de ver que las
situaciones posibles tras el segundo movimiento de las blancas son
mas de 5000, pero ¢cuantas son exactamente?

Y hablando de las primeras jugadas del ajedrez, ¢cual es la partida

mas corta posible?

§. La partida interminable

Para calcular el numero de posiciones posibles en una partida de
ajedrez tras el segundo movimiento de las blancas, podemos
considerar primero las posibles combinaciones de dos movimientos
blancos y multiplicarlas por 20, que son las posibilidades de las
negras en su unico movimiento. El calculo puede desglosarse de la
forma siguiente, en funcion de las diversas opciones del bando
blanco para sus dos movimientos:

e Mueve dos peones: 16 x 14/2 x 20 = 2240 (dividimos por 2
porque mover primero el peon A y luego el peon B es
equivalente a mover primero el B y luego el A).

e Mueve dos veces un mismo peon: 16 x 20 + 14 posibles
capturas — 8 clavadas = 326.

e Mueve un peon y una pieza: 121 x 20 - 4 obstrucciones =

2416.
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e Mueve un caballo y lo devuelve a su casilla: 20.

e Mueve un caballo dos veces sin volver a su casilla: 10 x 20 =
200.

e Mueve los dos caballos: 4 x 20 = 80.

e Mueve un caballo y una torre: 4 x 20 = 80.

e Total: 2240 + 326 + 2416 + 20 + 200 + 80 + 80 = 5362.

Obviamente, muchas de estas jugadas son absurdas y nunca se
darian en una partida real; pero no se trata de calcular el numero
de las posiciones razonables, sino el de las posibles.

En cuanto a la partida mas corta, no es el conocido «mate del
pastor», pues con la suicida colaboracion de las blancas las negras
pueden dar mate en dos jugadas: 1. f3, e5; 2. g4, Dh2++. Es el
conocido como «mate del loco» y, por increible que parezca, no es
una mera curiosidad combinatoria, sino que se ha producido al

menos una vez en una competicion oficial.
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Ocurrio en la cuarta ronda de la Olimpiada de Ajedrez que se
celebro en Tromso (Noruega) en agosto de 2014, mientras los
espectadores se frotaban los ojos con incredulidad y los periodistas
hacian fotos al tablero, pues la forma fulminante en que la jugadora
Rhoda Masiyazi, de Zimbabue, derroté a Akua Kosife Esse, de Togo,
no es concebible en un torneo internacional.
* ok x ok

Menos sencillo es determinar la partida mas larga posible. Que no
es interminable, como podria parecer a primera vista. En principio,
dos jugadores muy despistados podrian prolongar una partida

indefinidamente haciendo jugadas inoperantes; pero, segun el
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reglamento de la FIDE (Federacion Internacional de Ajedrez, en sus
siglas en francés), una partida se considera tablas cuando se
efectian 50 jugadas por bando sin que se haya movido ningun peon
ni comido ninguna pieza. Teniendo en cuenta esta regla, ¢cual es la

partida mas larga posible?

§. Cuadrados magicos

Teniendo en cuenta la limitacion impuesta por el reglamento de la
FIDE, la partida de ajedrez mas larga posible constara de tantas
veces 50 jugadas (de ambos bandos) como movimientos de peones y
capturas de piezas sean posibles.

Con los peones solo se pueden efectuar 48 movimientos por bando,
y dentro de esos 96 movimientos tiene que haber 8 capturas de
piezas por peones, pues de lo contrario los peones adversarios
situados en una misma columna se bloquearian mutuamente. Las 6
piezas restantes y las 16 producidas por promocion de todos los
peones seran comidas al ritmo mas lento posible (una cada 50
jugadas) hasta que solo queden los dos reyes en el tablero. Por lo
tanto, habra un maximo de 96 + 6 + 16 = 118 grupos de 50 jugadas,
o sea, 118 x 50 = 5900.

En la vida real, la partida mas larga conocida fue la que disputaron
en 1989, en Belgrado, Ivan Nikolic y Goran Arsovic. Dur6 20 horas y
15 minutos, y terminé en tablas tras 269 jugadas.

Pero el tablero de ajedrez no es la unica ni la primera cuadricula

que, con su sencilla apariencia geométrica encubridora de abismos
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insondables, con su inagotable combinatoria, ha fascinado a los
humanos.

El cuadrado magico de orden 3 ya se conocia en China en el III
milenio a. C. con el nombre de Lo-Shu, pues segun la leyenda
estaba grabado sobre el caparazon de una tortuga que surgio del rio
Lo. En una cuadricula de 3 x 3 estan dispuestos los numeros del 1
al 9 de forma que los de cada fila, columna y diagonal sumen lo

mismo: 15 (que es la «constante magica» del cuadrado).

El segundo cuadrado magico mas conocido es el que aparece en el
famoso grabado de Durero titulado Melancolia, y es una cuadricula
de 4 x 4 en la que estan situados los numeros del 1 al 16 de manera
que los de cada fila, columna y diagonal principal sumen 34.
También suman 34 las cuatro cuadriculas de 2 x 2 en las que se
puede dividir el cuadrado, asi como los numeros de los vértices, los

cuatro numeros centrales y los dos numeros centrales de las filas o
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de las columnas primera y ultima; por esta razén el cuadrado
magico de Durero se denomina a veces satanico o diabdlico (aunque
en puridad los cuadrados diabdlicos son los que conservan la
constante magica en las diagonales quebradas). Ademas, las dos
cifras centrales de la ultima fila indican el ano de realizacion del
grabado: 1514. Durante el Renacimiento, los cuadrados magicos se
consideraban un talisman contra el <humor negro» (la expresion no
tenia el mismo significado que ahora); de ahi que aparezca en un

grabado sobre la melancolia.

16

13

10

11

12

15

14

Hay un solo cuadrado magico de orden 3 (se consideran iguales los
que se obtienen por rotacion o reflexion), 880 de orden 4 y
275.305.224 de orden 5. A medida que aumenta el orden de los
cuadrados magicos, su numero crece vertiginosamente; hay
aproximadamente 1,8 x 1019 cuadrados magicos de orden 6, y 3,8 x

1034 de orden 7.
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En principio, un cuadrado magico de orden n se forma con los n 2
primeros numeros naturales: el de orden 3 con los numeros del 1 al
9, los de orden 4 con los numeros del 1 al 16 y asi sucesivamente;
pero nada nos impide considerar otras posibilidades. Por ejemplo:
¢Se puede formar un cuadrado magico de orden n con cualesquiera
n 2 numeros consecutivos? ¢Se puede formar un cuadrado magico
con los nueve primeros numeros impares? ¢Se puede formar un

cuadrado magico con numeros primos?

§. Cuadrados latinos y grecolatinos

Puesto que se puede formar un cuadrado magico de orden n con los
n? primeros numeros naturales, de igual manera se podra formar
con cualesquiera n? numeros consecutivos, puesto que si le
sumamos un mismo numero X a todos los numeros de un cuadrado
magico, el cuadrado seguira siendo magico (con la constante
aumentada en n x).

Con los nueve primeros numeros impares se puede formar un
cuadrado magico de constante magica 27: 15, 1, 11; 5,9, 13; 7, 17,
3 (las comas separan los numeros de una misma fila, y los puntos y
coma separan una fila de otra).

Por otra parte, también se pueden formar cuadrados magicos
exclusivamente con numeros primos, aunque no es facil hallarlos.

Veamos a continuacion un ejemplo:
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101 | 47 | 31 | 79

73 | 61 | 71 | 53

43 | 67 | 59 | 89

41 | 83 | 97 | 37

En este caso, el mas dificil todavia seria formar un cuadrado magico
con numeros primos consecutivos.
* k% k% %

Los cuadrados magicos estan estrechamente emparentados con los
cuadrados latinos, en los que n numeros (u otros signos) se repiten
en una cuadricula de n x n de forma que cada numero aparezca una
y solo una vez en cada fila y cada columna. Se llaman cuadrados
latinos porque Leonhard Euler los estudio utilizando caracteres
latinos en lugar de numeros (aunque no fue él quien los invento: los
primeros ejemplos conocidos se remontan a un manuscrito arabe
del siglo XIII).

Obsérvese que el popular sudoku (una vez resuelto correctamente)
es un cuadrado latino de 9 x 9, con la condicion adicional de que en
cada subcuadricula de 3 x 3 también tienen que estar los digitos del

1 al 9 una y solo una vez.
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Una variante especialmente interesante, y con numerosas
aplicaciones, es la de los cuadrados grecolatinos. Un cuadrado
grecolatino de orden n es una cuadricula de n x n en la cual hay en
cada casilla un par ordenado de los numeros 1, 2, 3... n (u otros
signos), de forma que los dos cuadrados formados solo por los
primeros términos de cada par y solo por los segundos sean
cuadrados latinos, y cada una de las n 2 posibles parejas de
numeros aparezcan una y solo una vez en la cuadricula. Se llaman
asi porque Euler los estudio utilizando, en vez de numeros,
caracteres latinos para los primeros términos y griegos para los

segundos.

aa | c§ | dBp | by

b | dy | ca | ad

cy | afp | bd | da

dd | ba | ay | cp

Y ahora, aunque no parezca venir muy a cuento, un toque de
poesia. La sextina es una curiosa composicion poética en la que se
parte de una estrofa de seis versos endecasilabos que no riman

entre si, y las seis palabras finales de los versos se repiten en otras
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cinco estrofas de seis versos, pero siempre ocupando lugares
distintos: en la segunda estrofa, la terminacion del ultimo verso de
la primera estrofa pasa al primer lugar, con lo que la primera
terminacion se convierte en la segunda; la penultima pasa al tercer
lugar, con lo que la segunda se convierte en la cuarta; la
antepenultima pasa al quinto lugar y la tercera se convierte en la
sexta. Veamos, a modo de ejemplo, las dos primeras estrofas de
Apologia y peticion, una famosa sextina de Jaime Gil de Biedma:

cY qué decir de nuestra madre Espana,

este pais de todos los demonios

en donde el mal gobierno, la pobreza

no son, sin mas, pobreza y mal gobierno

sino un estado mistico del hombre,

la absolucion final de nuestra historia?

De todas las historias de la Historia

sin duda la mas triste es la de Espana,

porque termina mal. Como si el hombre,

harto ya de luchar con sus demonios,

decidiese encargarles el gobierno

y la administracion de su pobreza.

Para determinar el orden de las terminaciones en la tercera estrofa,
hacemos con la segunda lo mismo que hemos hecho con la primera,
y asi sucesivamente.

¢Tiene algun sentido hablar de las sextinas en este contexto?
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¢Se pueden colocar los reyes, caballos, sotas y ases de una baraja
formando un cuadrado de 4 x 4 tal que cada fila y cada columna
contenga todas las figuras y todos los palos? Y si lo conseguimos,

¢qué habremos construido?

§. Los 36 oficiales

Para determinar el orden de las terminaciones en la tercera estrofa
de una sextina, hacemos con la segunda lo mismo que hemos hecho
con la primera, y asi sucesivamente, con lo que obtenemos el

siguiente esquema:

SN BN =
Wk N W = O\
N = BN W
o= N N W\
N N W = U
1 OGN BN

Ningin numero se repite en ninguna fila, lo que quiere decir que
todas las terminaciones de los versos ocupan todos los lugares
posibles. Y si a la ultima estrofa le aplicamos el mismo algoritmo
transformador que a las anteriores, obtenemos de nuevo la
ordenacion de la primera. Por lo tanto, la matriz de transformacion

de la sextina es un cuadrado latino de orden 6. Y, por cierto, en esta

41 Preparado por Patricio Barros



El diablillo de Einstein www.librosmaravillosos.com Carlo Frabetti

ocasion la poesia podria haberse adelantado a la matematica, pues
las primeras sextinas fueron compuestas en el siglo XII por el
trovador occitano Arnaut Daniel, mientras que los primeros
cuadrados latinos (denominados asi por Euler mucho después,
como hemos visto en el capitulo anterior) de los que hay noticia son
los wafq majazi de un manuscrito arabe del siglo XIII.
Las cuatro figuras (as, sota, caballo y rey) de una baraja se pueden
colocar formando un cuadrado de 4 x 4 tal que cada fila y cada
columna contenga todas las figuras y todos los palos, o sea,
formando un cuadrado grecolatino (véase imagen de la pagina
siguiente).
En 1779, Leonhard Euler escribio:
Una cuestion muy curiosa que ha desafiado el ingenio de
muchas personas me llevé a emprender una investigacion
que al parecer ha abierto una nueva via en el andlisis y,
en particular, en combinatoria. Es una cuestiéon relativa a
un grupo de treinta y seis oficiales de seis rangos
diferentes, tomados de seis regimientos distintos, Yy
distribuidos en un cuadrado de tal forma que en cada fila
y cada columna haya seis oficiales de diferente rango y
regimiento. Pero, después de dedicar muchos esfuerzos a
resolver este problema, hay que admitir que tal disposicion
es imposible, aunque no podemos dar una demostracion

rigurosa.
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Euler demostré6 que se podia construir un cuadrado grecolatino
siempre que su orden fuese impar o multiplo de 4 (par de clase par),
y conjeturo que no existia ninguna solucion cuando era par de clase
impar (un multiplo de 2 que no es multiplo de 4). Pero en 1959 R. C.
Bose y S. S. Shrikhande construyeron un cuadrado grecolatino de
orden 22, el primer contraejemplo a la conjetura de Euler, y ese
mismo ano E. T. Parker construyé uno de orden 10, el mas pequeno
posible de los pares de clase impar. Y un ano después Parker, Bose
y Shrikhande demostraron que la conjetura de Euler es falsa para
todo n = 10. Por lo tanto, existen cuadrados grecolatinos de orden n
para todo n mayor de 2, excepto para n = 6. Curiosamente, el
problema de los 36 oficiales ejemplifica la tinica excepcion, lo cual
desconcert6 al mismisimo Euler.
S

Y puesto que en los ultimos capitulos hemos hablado de ajedrez y
de cuadrados magicos, unamos ambos temas en un interesante
acertijo. El rey negro parte de su posicion inicial en €8 y recorre
todo el tablero pasando una y solo una vez por cada casilla;
numeramos las casillas segun el orden en que el rey las visita y, joh
maravilla!, obtenemos un cuadrado magico. ¢Cual ha sido el

recorrido del rey?
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i
|

Como el problema es de dificil solucion, se impone dar una pista (o
dos si son pequenas): los siete primeros numeros de la fila 8 son 61,
62, 63, 64, 1, 2 y 3 (evidentemente, el 1 corresponde a €8, la
posicion inicial del rey negro), y los siete primeros de la fila 1 son

36, 35, 34, 33, 32, 31 y 30.

§. Al pasar la barca
Al dar siete numeros de una fila de un cuadrado magico de orden 8,
en realidad los damos todos, pues su suma tiene que ser la

constante magica del cuadrado; puesto que en el cuadrado estan los
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numeros del 1 al 64, la suma total sera 2080, y como las ocho filas
tienen que sumar lo mismo, la constante es 2080/8 = 260.

Por lo tanto, el octavo numero de la primera fila es 260 — 61 — 62 —
63 -64-1-2-3=4,yel dela octava fila es 260 — 36 — 35 - 34 -
33 -32-31-30 = 29.

A pesar de tener dos filas completas, no es facil hallar la solucion
que vemos en la figura (obsérvese en la pagina siguiente la elegante
simetria del recorrido del rey).

Pero ya esta bien (por el momento) de recorridos individuales: un
monje que va de un monasterio a un templo, un filosofo que va a
visitar a un amigo, un paseante que cruza puentes, un ciclista que
va y vuelve de la playa, un punto que recorre las aristas de un
poliedro... Veamos ahora algunos interesantes recorridos que
implican a varias personas, animales o cosas, como los que
aparecen en un tema clasico de los acertijos logicos: el de la barca

con la que hay que cruzar un rio cumpliendo ciertos requisitos.

ell-N <o > [l
"Bl Bl E1 E

-\ 12 [58] 10 9] 56 [55] ¢ [53]
43 14 15 16 48] 50 51 52
20 {18 18 |17 43 |47 46 [5)
21 38 [ 23] 24 [l 42 27 44
37 [22) 39 [40) 25 [26) 43 [28)
56 35 34 53 52 31 30 29

- A%
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Uno de los mas sencillos y conocidos, pero no por ello desdenable,
es el del pastor que va con un lobo, una cabra y una enorme col y
tiene que cruzar un rio en una pequena barca que solo le permite
llevar una cosa a la vez, con el agravante de que no puede dejar
solos al lobo y a la cabra (pues el primero se comeria a la segunda)
ni la col con la cabra (pues el artiodactilo se comeria la hortaliza).
Otro muy similar es el de la familia gordita: el padre y la madre
pesan cien kilos cada uno, y el hijo y la hija cincuenta por cabeza, y
tienen que cruzar un rio en una barca que solo puede llevar como
maximo cien Kkilos.

Y un tercer clasico: tres misioneros y tres canibales llegan a un rio y
quieren pasar a la otra orilla. Disponen de una barca en la que solo
pueden ir dos personas, y en ningun momento puede haber mas
canibales que misioneros en una orilla, porque los primeros se
comerian a los segundos (segun otra version, son los canibales los
que no pueden quedarse con un nuimero mayor de misioneros, pues
serian evangelizados, que es otra manera de devorar). ¢Como
pueden pasar todos al otro lado del rio?

Y una variante del anterior: tres maridos celosos y sus respectivas
esposas tienen que cruzar un rio en una barca que solo puede llevar
a dos personas en cada viaje. ¢Como pueden cruzar el rio de forma
que nunca una mujer quede en compania de otro hombre si su

marido no esta presente?

§. El problema de Monty Hall
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El pastor que ha de cruzar el rio con un lobo, una cabra y una col
tiene que empezar, obviamente, cruzando con la cabra, pues dejar
solo al lobo con la col es la Ginica manera de que no ocurra nada
irreparable. Luego regresa solo, carga la col, y una vez en la otra
orilla deja la col y vuelve con la cabra al punto de partida. A
continuacion cruza con el lobo y por ultimo vuelve para recoger a la
cabra.

Si llamamos A y B a los papas gorditos y a y b a sus hijos, la
secuencia es: 1 ab, 2 a, 3A,4b,5ab, 6a, 7B, 8b, 9ab, donde los
numeros impares son los viajes de ida y los pares los de vuelta.

En el caso de los canibales y los misioneros, es evidente que el
primer viaje no pueden hacerlo dos misioneros. La mejor opcion es
que crucen dos canibales y luego vuelva uno y se lleve al companero
que queda. Una vez los tres canibales en la otra orilla, vuelve uno de
ellos y van dos misioneros. Vuelven un misionero y un canibal y van
dos misioneros. Ya estan todos los misioneros al otro lado, con lo
que el problema esta resuelto: el canibal que quedaba al otro lado va
a buscar a un companero y luego al otro.

Si llamamos H1, H2 y H3 a los tres hombres, M1, M2 y M3 a las
tres mujeres y B a la barca, el esquema del proceso puede ser el

siguiente:
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B-HIMIH2M2H3M3 Posicion inicial
H1H2H3M3 B-M1M2 Cruzan dos mujeres
B-HIMIH2H3M3 M2 Vuelve una de ellas
H1H2H3 B-M1M2M3 Cruzan las dos mujeres
B-HIH2H3M1 M2M3 Vuelve una de ellas
HI1MI B-H2H3M2M3 Cruzan dos hombres
B-HIM1H2M2 H3M3 Vuelve una pareja
M1M2 B-H1IH2H3M3 Cruzan los dos hombres
B-M1M2M3 H1H2H3 Vuelve la mujer

M3 B-HIH2H3MIM2 Cruzan dos mujeres;

vuelve una a por la
altima

Y tras estas instructivas excursiones fluviales, volvamos a tierra
firme, aunque sin olvidarnos de la cabra del primer acertijo, para
abordar el conocido como «problema de Monty Hall», un clasico que
en su dia suscitd una polémica cuyos ecos aun no se han
extinguido del todo. El problema se denomina asi por el nombre del
presentador del concurso televisivo en el que se planted, y en
esencia es el siguiente:

Un concursante tiene que elegir una de entre tres puertas cerradas;
detras de una de ellas hay un lujoso automovil y tras las otras dos,
sendas cabras. El concursante elige una puerta. El presentador
abre una de las otras dos, tras la cual hay una cabra, y le ofrece al
concursante la posibilidad de seguir apostando por la puerta que ha
elegido o de cambiarla por la otra puerta cerrada. ¢Qué le conviene
hacer? Se supone que el concursante prefiere el coche, aunque no
esta de mas preguntarse qué le convendria hacer si prefiriera
llevarse una cabra.

El problema de Monty Hall guarda cierta relacion con la paradoja de

los dos sobres. Imagina que te dan a elegir entre dos sobres
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cerrados que contienen dinero y te dicen que en uno hay el doble
que en el otro. Eliges uno de los sobres, lo abres y dentro hay,
pongamos por caso, 100 euros. Y ahora te dan la posibilidad de
quedarte con esos 100 euros o de cambiarlos por el otro sobre.
Aparentemente, te conviene cambiar, pues si en el otro sobre hay
200 euros ganas 100, mientras que si hay 50 solo pierdes 50, y las
probabilidades son las mismas. Pero el mismo razonamiento valdria

si, de entrada, hubieras escogido el otro sobre... ;Como es posible?

§. El dilema de los tres prisioneros

El problema de Monty Hall es sumamente interesante no solo desde
el punto de vista de la logica y del calculo de probabilidades, sino
también de la psicologia. Pues incluso tras conocer la solucion
correcta y verla argumentada de forma convincente o
complementada con ejemplos clarificadores, no son pocos los que se
aferran a la idea de que es indiferente cambiar o no de puerta:
puesto que hay dos puertas —dicen— y tras una hay una cabra y
tras la otra un coche, la probabilidad de obtener el coche es del 50
%. Esta obstinacion se debe a que nos cuesta mucho pensar de
forma contraria a la intuicion, y la intuicion nos dice precisamente
eso: dos puertas iguales, iguales probabilidades.

Sin embargo, cambiando de puerta la probabilidad de obtener el
coche pasa de 1/3 a 2/3, o sea, se duplica. La explicacion es muy
simple, aunque a la vez muy contraintuitiva: es evidente que al
elegir una puerta de entre tres la probabilidad de acertar es 1/3, y

que la probabilidad de que el coche esté detras de una de las otras
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dos puertas es 2/3. Tras abrir una de las puertas, la probabilidad
de que el coche esté detras de una de las puertas no elegidas sigue
siendo 2/3, solo que ahora esa probabilidad se concentra en la
puerta no abierta de esas dos, puesto que sabemos que detras de la
otra hay una cabra.

Plantear un caso extremo puede ayudar a convencer a los
renuentes. En una loteria de mil numeros, tu tienes uno y yo 999.
¢Me cambias tu boleto por mis 999? Y si de los mios te ensenara
998 no premiados, ¢me cambiarias tu boleto por el que no te he
ensenado? ¢Qué diferencia hay entre los dos casos? Ninguna,
obviamente. O no tan obviamente, pues hay personas que no se
convencen ni siquiera con argumentos como este. Le sobraba razon
al maestro Martin Gardner cuando dijo, en su dia, que este acertijo
era wonderfully confusing.

* ok Kk

El problema de Monty Hall tiene un claro precedente en el dilema de
los tres prisioneros (no confundir con el conocido dilema del
prisionero). Tres prisioneros, a los que Illamaremos Alberto,
Bernardo y Carlos, saben que uno de ellos va a ser indultado, pero
no saben cual de los tres. Alberto soborna al carcelero para que le
diga, de los otros dos, el nombre de uno que no vaya a ser
indultado. El carcelero acepta el soborno y le dice: «Bernardo no va
a ser indultado». Alberto se siente algo mejor, pues piensa que
ahora su probabilidad de ser indultado es del 50 %, ya que solo hay
dos candidatos: Carlos y €l. ¢Esta justificada su alegria? ¢Alguien

mas deberia alegrarse?
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Y otra sutil variacion sobre el mismo tema: en una caja hay dos
bolas blancas, en otra hay dos bolas negras y en una tercera caja
hay una bola blanca y una negra. Sin conocer el contenido de cada
caja, metes la mano al azar en una de ellas y sacas una bola blanca.
¢Cual es la probabilidad de que la otra bola de esa caja sea también
blanca?

En cuanto al problema de los dos sobres, antes de dar una solucion
plantearé una variante que tal vez facilite un poco el abordaje de la
escurridiza paradoja. Dos amigos se encuentran y uno le dice al
otro: «Qué bonita corbata llevas», y el otro contesta: «Pues la tuya
también es muy bonitar. Y tras intercambiar elogios sobre sus
respectivos apéndices indumentarios, llegan al siguiente acuerdo:
cada uno dira lo que le ha costado su corbata, y el que tenga la mas
cara se la regalara al otro. La paradoja estriba en que los dos
podrian pensar que la apuesta es ventajosa, pues si ganan obtienen
algo que vale mas que lo que pueden perder. ;:Como puede ser una

apuesta ventajosa para ambos apostantes?

§. La paradoja de Newcomb

Al primer prisionero del capitulo anterior, Alberto, no le sirve de
nada saber que Bernardo no sera indultado: ya sabia que uno de
sus dos companeros no seria indultado, y averiguar de cual de los
dos se trata no le aporta nueva informacion sobre su propia
situacion; su probabilidad de ser indultado sigue siendo 1/3. Pero
Carlos, el tercer prisionero, si tiene motivos para alegrarse: como la

probabilidad de que Bernardo o €l sean indultados es 2/3, saber

51 Preparado por Patricio Barros



El diablillo de Einstein www.librosmaravillosos.com Carlo Frabetti

que Bernardo no sera indultado convierte esos 2/3 en su
probabilidad personal.

En cuanto al acertijo de las bolas blancas y negras, es la conocida
paradoja de la caja de Bertrand, formulada por el matematico
francés Joseph Bertrand a finales del siglo XIX (en la formulacion
inicial, en vez de bolas blancas y negras habia monedas de oro y de
plata). Puesto que la bola blanca extraida puede haber salido de la
caja con dos bolas blancas o de la caja con una bola blanca y una
negra, la probabilidad de que la otra bola también sea blanca parece
ser 1/2; pero solo lo parece, pues la bola extraida podria ser la
blanca que acompana a la negra, una de las bolas de la caja con dos
blancas o la otra bola de esa caja, por lo que la probabilidad de que
la segunda bola también sea blanca es 2/3 (obsérvese la sutil
semejanza con el problema de Monty Hall y con el dilema de los tres
prisioneros).

Y la paradoja de las dos corbatas deja de serlo en cuanto nos damos
cuenta de que la apuesta solo es equiprobable en apariencia. Lo que
ocurre es que falta informacion, y ademas se trata de una
informacion imprecisa, borrosa, lo cual crea una falsa impresion de
simetria. Supongamos que los dos amigos suelen gastar mas o
menos lo mismo en ropa y que el precio medio de sus corbatas es de
20 euros. Si ese dia uno de ellos se ha puesto su mejor corbata, que
le costo 40 euros, lleva las de perder, mientras que si ha elegido una
de sus corbatas mas baratas, que compré por 5 euros en una
liquidacion, le conviene claramente apostar. Y a la paradoja de los

dos sobres se le puede aplicar un razonamiento similar.
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* k* k% %

Los acertijos de los dos ultimos capitulos se relacionan sutilmente
con la controvertida paradoja de Newcomb. Imagina que un ser
divino, con la facultad de predecir el futuro, te muestra dos cofres,
uno abierto y otro cerrado, y te dice: «En el cofre abierto, como
puedes ver, hay diez monedas de oro, y en el cerrado tal vez haya
mil o tal vez esté vacio. Puedes coger ambos cofres o solamente el
que esta cerrado; pero yo he previsto lo que vas a hacer, y solo en el
segundo caso habré puesto las mil monedas en el cofre cerrado».

¢Cogerias un cofre o los dos?

§. El divino método de Holmes

Algunos han calificado de «teologica» la paradoja de Newcomb, y
puede que no vayan desencaminados, pues seguramente no habria
suscitado tantas controversias si no vivieramos en un mundo en el
que miles de millones de personas creen (o creen creer) que un Dios
omnipotente y omnisciente, que sabe con absoluta certeza todo lo
que va a suceder, es compatible con el libre albedrio. Pero si Dios
sabe que voy a escribir este capitulo, no puedo hacer otra cosa, y si
no puedo hacer otra cosa, no tengo eleccion. Y la libertad es la
posibilidad de elegir o no es mas que una entelequia. Afirmar lo
contrario es una clara contradictio in terminis; pero los tedlogos al
uso lo llaman «misterio» y se quedan tan anchos.

La paradoja fue formulada por el fisico teérico William Newcomb, de
la Universidad de California, en 1960, y en 1969 Robert Nozick,

filosofo de la Universidad de Harvard, la dio a conocer en un
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articulo titulado Newcomb’s Problem and Two Principles of Choice
(aunque fue Martin Gardner quien la popularizé, unos anos
después, en su seccion de pasatiempos matematicos de Scientific
American). En su articulo, Nozick observa:
«Casi todos tienen claro lo que habria que hacer; el
problema es que la gente se divide casi por la mitad con
respecto a cual es la solucion correcta, con un gran
porcentaje que cree que la otra mitad estd totalmente

equivocadan.

La similitud con el problema de Monty Hall y sus variantes es mas
de tipo psicologico que logico, en el sentido de que la paradoja de
Newcomb también parece tener la propiedad de radicalizar posturas
opuestas (con la notable diferencia de que el problema de Monty
Hall tiene una solucion clara e incuestionable, mientras que la
paradoja de Newcomb es en cierto modo «indecidible», pues hunde
sus raices en nuestra vision del mundo y nuestra concepcion de la
realidad).

Como aproximacion jocosa al asunto, cabria pensar que en realidad
la paradoja de Newcomb es un test: un dios astuto (pero no
omnisciente) pone las monedas en ambos cofres, de forma que los
creyentes se veran reafirmados en su fe y los escépticos en su
escepticismo; de este modo, el diosecillo sabra con quiénes puede
contar incondicionalmente... y a quiénes conviene vigilar de cerca.
Una prueba que reafirma a la vez dos posturas opuestas no deja de

ser también paradoéjica, y nos remite directamente a la controvertida
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paradoja del cuervo... Pero antes pasemos un momento por el 221 B
de Baker Street.
* ok Kk

De nada sirve buscar la mas popular frase de Sherlock Holmes en
los libros que relatan sus aventuras, pues Conan Doyle nunca puso
en boca del detective su paternalista apostilla: «Elemental, querido
Watson». Pero si se ha impuesto esta frase apocrifa (repetida con
frecuencia en las memorables versiones cinematograficas
protagonizadas por Basil Rathbone), es porque sin duda refleja la
personalidad de Holmes y su relacion con su inseparable Watson, a
la vez afectuosa y condescendiente.
Pero ¢qué es lo elemental, segin Holmes? La forma en que llega a
sus conclusiones, su meétodo deductivo. ¢Y en qué consiste su
método? El divino detective lo dice expresamente en El signo de los
cuatro:

«Cuando han sido descartadas todas las explicaciones

imposibles, la que queda, por inverosimil que parezca,

tiene que ser la verdaderan.

Suena convincente, pero ¢es realmente un buen método? (Una
pista: la utilizacion del adjetivo «divino» no es casual ni meramente

ironica).

§. La paradoja del cuervo
«Cuando han sido descartadas todas las explicaciones

imposibles, la que queda, por inverosimil que parezca,
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tiene que ser la verdadera», dice Sherlock Holmes. Y a
primera vista parece una afirmaciéon razonable, puesto
que, en ultima instancia, remite al viejo y eficaz método de
reduccion al absurdo. Pero hay un pequeno problema: el
método de Holmes presupone conocer todas Ilas
posibilidades concurrentes en un caso, para luego
descartarlas todas menos una en funcion de su
inviabilidad, y ello equivale a un conocimiento pleno —es
decir, divino — de la situaciéon y sus circunstancias. Pero
cqué necesidad tiene Dios de sacar conclusiones, si ya lo

sabe todo?

El método de Holmes recuerda (incluso en la casual similgrafia de
los nombres) la paradoja de Hempel, mas conocida como «la
paradoja del cuervor. Propuesta por el filosofo aleman Carl Hempel
en los anos cuarenta del siglo pasado para mostrar hasta qué punto
la logica inductiva puede ser contraria a la intuicion, la paradoja es
la siguiente:

La afirmacion «Todos los cuervos son negros» resulta

confirmada cada vez que vemos un cuervo y comprobamos

que es negro. Cada cuervo negro (la prudencia

epistemolégica no nos permite decir poéticamente «cada

negro cuervo») es un argumento a favor de la proposicion.

Ahora bien, dicha proposiciéon, de acuerdo con la légica

aristotélica, es equivalente a esta otra: «Todas las cosas no
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negras son no cuervos», por lo que confirmar la segunda

significa confirmar la primera.

La paradoja estriba en que, segun lo que acabamos de ver, podemos
dedicarnos a comprobar la negritud de los cuervos sin necesidad de
salir de casa. Mi mesa de trabajo, sin ir mas lejos, es marron y no es
un cuervo (ni tan siquiera se le parece, por mas que el Sombrerero
Loco de Alicia en el Pais de las Maravillas aluda a la semejanza
entre un cuervo y un pupitre), lo cual es un argumento a favor de
que todas las cosas no negras son no cuervos; por lo tanto, el hecho
de que mi pupitre sea marron confirmaria la afirmacion equivalente:
«Todos los cuervos son negrosy.

La falacia de Holmes y la paradoja de Hempel lo son, en buena
medida, por el hecho de que se refieren a conjuntos inabarcables,
practicamente infinitos, ya se trate de las posibles explicaciones de
un crimen o los objetos no negros del universo. Pero, si nos
paramos a pensar, descubriremos que hay un aspecto ain mas
paradojico... ¢Cual es?

(Por cierto, aunque sumamente raros, hay cuervos albinos, pero no
lo tendremos en cuenta: no hay que permitir que la realidad

malogre una buena historia).

§. La tarea de seleccion de Wason
El aspecto mas paradédjico de la paradoja de Hempel es que al
comprobar que las cosas no negras son no cuervos podemos

reforzar una afirmacion y, a la vez, su contraria. Mi mesa de trabajo
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es marron —y por tanto no negra— y no es un cuervo, lo que
refuerza la afirmacion «Todos los cuervos son negros». Pero mi mesa
también es no blanca, por lo que también refuerza la afirmacion
«Todos los cuervos son blancos» (obsérvese la semejanza con la
paradoja de Newcomb si la interpretamos, jocosamente, como un
test mediante el cual un taimado diosecillo quiere distinguir a los
creyentes de los escépticos, pues en ese caso tanto los unos como
los otros resultan reafirmados en sus convicciones al realizar la
prueba).

La paradoja del cuervo se inscribe en un amplio debate sobre la
validez y los limites del método inductivo, en el que, ademas del
propio Hempel, han participado en las ultimas décadas filosofos
como Willard Quine, logicos como Nelson Gooman y epistemologos
como Karl Popper. Mas que un enigma a resolver, es algo sobre lo
que reflexionar.

* % % %

Tanto la paradoja del cuervo como el «divino» método de Holmes se
relacionan de alguna manera con la prueba conocida como «tarea de
seleccion de Wason». A mediados de los anos sesenta del siglo
pasado, el psicologo Peter Wason planteé un acertijo logico que ha
dado mucho que hablar a pesar de su sencillez (o precisamente por

ella) y que se puede resumir asi:
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Sobre una mesa hay cuatro tarjetas. Cada una tiene un numero en
una cara y una letra en la otra. Las caras visibles de las tarjetas
muestran una A, un 7, un 3 y una K. ¢A cuantas y cuales hay que
dar la vuelta, como minimo, para comprobar que siempre que una
tarjeta lleva una A en una cara, en la otra hay un 3? Y lo que es
mas importante, ;qué nos puede revelar este acertijo sobre nuestra

forma de razonar?

§. Sesgo de emparejamiento

En la tarea de seleccion de Wason solo es necesario dar la vuelta a
la tarjeta de la Ay a la del 7. No es necesario dar la vuelta a la del 3,
pues aunque en la otra cara no hubiera una A la regla no quedaria
refutada, pues no dice que solo el 3 ha de tener una A en la otra
cara. Y, por la misma razon, tampoco hace falta dar la vuelta a la
tarjeta con la K. Sin embargo, si en el reverso de la A hubiera un
numero distinto de 3 o si en el del 7 hubiera una A, se incumpliria
la regla.

La tarea de Wason tiene mas interés por sus implicaciones
psicologicas que como acertijo propiamente dicho. Cuando se
propone como mero problema logico descontextualizado, con naipes
o cartulinas, hay menos acertantes —y titubean mas— que cuando
se plantea una variante que implique relaciones interpersonales o
cuestiones morales. Por ejemplo, imaginemos que, en vez de letras y
numeros, en una cara de cada tarjeta hay una persona y en la otra

lo que va a beber; en la cara visible de la primera tarjeta hay un
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nino, en la de la segunda una cerveza, en la de la tercera un batido
de chocolate y en la de la cuarta un anciano. ¢A qué tarjetas
tenemos que dar la vuelta para comprobar que se cumple la norma
de que solo los adultos pueden ingerir bebidas alcohélicas? La
situacion es equivalente a la de las tarjetas con letras y numeros;
pero en este caso la mayoria de la gente tiene mas claro que hay que
dar la vuelta a las dos primeras tarjetas y que no es necesario
comprobar las otras dos.
Se han dado diversas explicaciones al curioso hecho de que la tarea
de Wason descontextualizada resulte mas dificil de resolver que sus
variantes «<humanizadas». Segun Evans y Lynch, en un primer
momento del pensamiento abstracto se produce un «sesgo de
emparejamiento» (matching bias) que nos inclina a seleccionar los
elementos mencionados en el enunciado.
Vamos a comprobarlo. Resuelve mentalmente y en pocos segundos
los siguientes acertijos:

e Un ladrillo pesa un kilo mas medio ladrillo, scuanto pesa el

ladrillo?
e Una botella y su tapon valen un euro y diez céntimos, y la

botella vale un euro mas que el tapon, ccuanto vale la botella?

Y hablando de tareas de seleccion y sesgos de emparejamiento,
habia una vez un rey que, deseando que en su reino hubiera
mayoria de varones, emitid un decreto segun el cual todas las
parejas podian tener los hijos que quisieran mientras fueran ninos,

pero en cuanto tenian una nina ya no podian seguir procreando. De
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este modo, pensé el rey, habria familias con varios ninos pero
ninguna con mas de una nina, con lo que la proporcion de varones
aumentaria notablemente. ¢En qué medida logro su proposito el rey

machista?

§. Problemas matrimoniales

En el capitulo anterior hemos visto un par de ejemplos de acertijos
logicos sencillos, pero que a menudo inducen lo que algunos
psicologos han denominado «sesgo de emparejamiento»; aunque
también podriamos decir que a veces nos dejamos llevar por la
«musica» de las frases mas que por su significado. Al oir que un
ladrillo pesa un kilo mas medio ladrillo, la secuencia de palabras
«un kilo mas medio» nos sugiere de forma automatica la respuesta
«un kilo y medio», que es la que muchos dan apresuradamente. Pero
si un ladrillo pesa un kilo mas medio ladrillo, ese kilo sustituye al
otro medio ladrillo, luego el ladrillo pesa dos kilos.

Algo muy parecido ocurre con la botella y su tapon. Si una botella y
su tapon valen un euro y diez céntimos, y la botella vale un euro
mas que el tapon, ccuanto vale la botella? Muchos contestan a bote
pronto que la botella vale un euro, porque en este caso tendemos a
emparejar sesgadamente el objeto grande (la botella) con la moneda
grande (el euro) y el objeto pequeno (el tapon) con la moneda
pequena (los diez céntimos); pero a poco que pensemos nos damos
cuenta de que la botella vale un euro y cinco céntimos.

El sesgo del rey machista que prohibe seguir procreando a quienes

tienen una hija es de otro tipo, y con su absurdo decreto lo unico

61 Preparado por Patricio Barros



El diablillo de Einstein www.librosmaravillosos.com Carlo Frabetti

que puede conseguir es reducir la poblacion drasticamente; pero la
proporcion de hombres y mujeres seguira siendo la misma.
Supongamos que en el momento de promulgar el edicto hay 4000
mujeres embarazadas; daran a luz aproximadamente 2000 ninos y
2000 ninas, y solo las 2000 primeras podran volver a parir (para
simplificar, desestimaremos los partos multiples); estas 2000 daran
a luz unos 1000 ninos y unas 1000 ninas, y solo las 1000 primeras
podran seguir pariendo; de ellas, unas 500 tendran ninos y otras
500 tendran ninas... y asi sucesivamente hasta que en ocho o nueve
pasos mas ninguna mujer tenga derecho a seguir pariendo. En cada
oleada de bebés nacen aproximadamente tantos ninos como ninas,
por lo que la proporcion entre los sexos no varia: solo se demedia
una y otra vez el numero de nacimientos.

* % % %
Veamos ahora otros problemas de pareja menos dramaticos que los
creados por el decreto del rey machista.
Cuatro matrimonios heterosexuales han quedado para cenar en un
restaurante, pero cada persona llega por separado y en distinto
momento.
¢Cuantas personas tendran que haber llegado al restaurante, como
minimo, para que con certeza haya al menos un matrimonio?
¢Y para que haya con certeza un matrimonio concreto?
¢Y para que haya con certeza dos personas del mismo sexo?
¢cY para que haya con certeza dos mujeres?
A medida que van llegando, los comensales se saludan de diversas

maneras: con un simple «hola», un beso o un apreton de manos. Al
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final, todos han dado la mano a tres personas, menos el ultimo en
llegar, que solo se la ha dado a dos. ¢Es verosimil este intercambio
de saludos?

Tras los saludos de rigor, los ocho comensales se sientan al azar
alrededor de una mesa redonda. Por cierto, las mujeres se llaman
Ana, Berta, Carmen y Dora, y los hombres, Antonio, Bernardo,
Carlos y Daniel.

¢Cual es la probabilidad de que Antonio se siente al lado de su
mujer? ¢Y la de que los cuatro maridos lo hagan?

Al final de la cena, Ana ha fumado 4 cigarrillos; Berta, 3; Carmen, 2;
y Dora, 1. Antonio ha fumado lo mismo que su mujer; Bernardo, el
doble que la suya; Carlos, el triple que la suya; y Daniel, cuatro

veces mas que la suya. ¢Como se llama la mujer de Carlos?

§. La paradoja de los bombones

Los problemas de nuestros cuatro matrimonios no son muy dificiles
de resolver, comparados con los problemas conyugales al uso:

Para que con certeza haya al menos un matrimonio tienen que
haber llegado cinco personas, pues si solo hubieran llegado cuatro
podrian ser una de cada pareja.

Para que haya con certeza un matrimonio concreto tienen que haber
llegado todos los comensales.

Para que haya al menos dos personas del mismo sexo basta con que
hayan llegado tres, ya que por ahora el «tercer sexo» solo existe en

sentido figurado.
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Para que haya con certeza dos mujeres tienen que haber llegado al
menos seis personas; si solo fueran cinco, podrian estar todos los
hombres y una mujer.

El numero total de apretones de manos es la suma de veces que ha
dado la mano cada persona partido por dos, ya que en cada apreton
de manos intervienen dos personas; pero la suma es 3 x 7 + 2 = 23,
que es impar, por lo que el computo es incorrecto.

Una vez sentado Antonio, su mujer tiene siete sillas en las que
sentarse, dos de las cuales son contiguas a la de su marido, por lo
que la probabilidad es de 2/7. Para calcular la probabilidad de que
las cuatro parejas se sienten juntas podemos considerar que cada
pareja es un unico elemento; 4 elementos pueden disponerse
alrededor de la mesa de 3! (3 x 2 x 1) formas distintas, y en cada
caso hay 2 posibilidades (la mujer a la derecha del hombre o
viceversa), por lo que los casos favorables son 3! x 2.4, mientras que
los casos posibles son las distintas formas en que 8 personas
pueden sentarse alrededor de una mesa, osea 7! (7 x 6 x 5 x 4 x 3 %
2 x 1); la probabilidad pedida es, pues, 2/103.

Las mujeres han fumado en total 10 cigarrillos, por lo que los
hombres han fumado los 22 restantes. Se trata, pues, de emparejar
1, 2, 3y 4 con 1, 2, 3y 4 de forma que los productos de los
numeros de cada pareja sumen 22. La unica forma de hacerlo es: 1
x3+2x4+3x1+4x2=22 Como Carlos ha fumado el triple
que su mujer, esta casado con la que ha fumado un cigarrillo, que

es Dora.

* % k% %
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Siguiendo con el tema de las probabilidades paradéjicas y
contraintuitivas, he aqui un curioso acertijo que hace unos anos
alcanzo cierta difusion por via oral. Tenemos dos cajas de
bombones, y en ambas hay algunos con envoltorio plateado y otros
con envoltorio dorado. Independientemente del color de su
envoltorio, un bomboén puede estar relleno de licor o no. En ambas
cajas, la proporcion de bombones rellenos con envoltorio plateado es
superior a la proporcion de bombones rellenos con envoltorio
dorado; es decir, si nos apetece un bombon relleno, tenemos mas
probabilidades de conseguirlo si cogemos uno de envoltorio
plateado. Sin embargo, si juntamos todos los bombones en una sola
caja, la probabilidad de coger un bombon relleno es mayor si lo

elegimos con envoltorio dorado. ¢Es esto posible?

§. La linterna de Diogenes

Por increible que parezca, al juntar en una sola caja los bombones
puede invertirse el criterio de seleccion y ser mas probable coger
uno relleno de licor si lo elegimos con el envoltorio dorado. No hay
una formula, o wun sistema de ecuaciones o inecuaciones
diofanticas, que establezca una relacion sencilla entre PR1, DRI,
PR2 y DR2 (bombones Plateados Rellenos de la caja 1, bombones
Dorados Rellenos de la caja 1...), de modo que me limitaré a dar un
ejemplo:

Supongamos que en la 1.* caja hay 4 bombones plateados, 3 de
ellos rellenos, y 40 bombones dorados, 29 de ellos rellenos; y en la

2.2 caja, 20 bombones plateados, 11 de ellos rellenos, y 2 bombones
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dorados, 1 de ellos relleno. En ambas cajas la proporcion de
plateados rellenos (3/4 y 11/20) es mayor que la de dorados
rellenos (29/40 y 1/2). Sin embargo, si juntamos todos los
bombones en una sola caja tendremos 24 plateados, 14 de ellos
rellenos, y 42 dorados, 30 de ellos rellenos. Ahora la proporcion de
dorados rellenos 30/42 = 5/7) es considerablemente mayor que la
de plateados rellenos (14/24 = 7/12).
* ok Kk

Y si encontrar un bomboén relleno entre tantas falsas apariencias no
es tarea facil, mucho mas dificil es encontrar a un hombre que no
esté vacio. Por eso Didogenes iba con una linterna encendida en
pleno dia diciendo que estaba buscando a un hombre verdadero.
Pero al parecer no solo lo busco en la ciudad, si hay que dar crédito
a la siguiente historia:

Iba Diogenes por el bosque con su linterna en la mano, cuando se
encontro con Flora, que le pregunto: «¢Qué buscas?». Y el filosofo
contesto: «<Busco a un hombre». «Pues aqui cerca hay uno» —dijo la
diosa—, «pero no bastara la luz de tu linterna para reconocerlo, ya
que esta en compania de dos faunos de apariencia humana; uno de
ellos siempre dice la verdad, mientras que el otro miente
invariablemente. En cuanto al hombre, como es habitual entre los
de vuestra voluble especie, unas veces dice la verdad y otras,
miente, de forma imprevisible. Los tres jovenes se llaman Jacinto,
Narciso y Lirio, y puedes hacerles dos preguntas de las que se
contestan diciendo “si” o “no”; las dos preguntas se las puedes

hacer al mismo, o una a un joven y otra a otro. Si de este modo
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averiguas cual de los tres es el hombre, te tomaré bajo mi
proteccion, y la madre Natura siempre te sera propicia».

Parece ser que Diogenes dedujo quién era el hombre verdadero,
pues siempre vivio en armonia con la naturaleza, de modo que tuvo

que hacer las preguntas correctas. ¢Cuales fueron?

§. El problema mas dificil
Tras ardua reflexion, el buen Didgenes se dirigio a uno cualquiera
de los tres jovenes, por ejemplo a Jacinto, y le pregunto: «De tus dos
companeros, ¢ces Narciso el que mas probablemente me diria la
verdad?».
El hombre miente mas que el fauno que siempre dice la verdad, y el
fauno que siempre miente lo hace mas que el hombre; por lo tanto,
si la respuesta es «si» hay tres posibilidades:
Si Jacinto es el fauno sincero, Narciso es el hombre y Lirio el fauno
mentiroso.
Si Jacinto es el fauno mentiroso, Narciso es el hombre y Lirio el
fauno sincero.
Si Jacinto es el hombre, Narciso y Lirio son los dos faunos, aunque
no se sabe cual es el sincero y cual el mentiroso.
Si la respuesta de Jacinto es «no», hay otras tres posibilidades:

e Si Jacinto es el fauno sincero, Narciso es el fauno mentiroso y

Lirio el hombre.
e Si Jacinto es el fauno mentiroso, Narciso es el fauno sincero y

Lirio el hombre.
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e Si Jacinto es el hombre, Narciso y Lirio son los dos faunos,

aunque no sabemos cual es el sincero y cual el mentiroso.

Es decir, si la respuesta es «si», Lirio no es el hombre,
independientemente de quién sea Jacinto. Y si la respuesta es «nop,
Narciso no es el hombre, sea quien sea Jacinto. De este modo, con
la primera pregunta identificamos a un fauno, aunque no sabemos
si es el sincero o el mentiroso. Supongamos que la respuesta es «si»,
por lo que Narciso es un fauno; la segunda pregunta habria que
hacérsela a €l, y podria ser de esta forma: «Si le preguntara al otro
fauno si Jacinto es el hombre, ¢me diria que si?».
Si Narciso es el fauno sincero y Jacinto es el hombre, la respuesta
sera «no», ya que Lirio es el mentiroso y diria que «no».
Si Narciso es el fauno mentiroso y Jacinto es el hombre, la
respuesta también sera «no», ya que Narciso miente con respecto a
lo que diria Lirio.
Analogamente, si Jacinto no es el hombre, la respuesta sera que «si»
en cualquier caso, con lo que el problema esta resuelto: si la
respuesta es «si», el hombre es Lirio; si la respuesta es «no», el
hombre es Jacinto.

* k% k% %
Cuando, hace muchos anos, publiqué este acertijo en mi libro
Juegos de ingenio? no podia imaginar que se convertiria en «el
problema logico mas dificil de la historia», segian lo defini6 George

Boolos, profesor de logica del MIT (Instituto de Tecnologia de

2 Frabetti, Carlo (1980): Juegos de ingenio, Bruguera, Barcelona.
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Massachusetts, por sus siglas en inglés), en un articulo publicado
en 1996 en The Harvard Review of Philosophy. La version de Boolos
es basicamente idéntica, aunque algo mas complicada:
Estamos ante tres dioses: el de la Verdad, que nunca
miente, el de la Mentira, que miente siempre, y el de la
Confusion, que unas veces miente y otras no, y mediante
tres preguntas de las que se contestan con un «si» 0 un «no»
tenemos que averiguar la identidad de los tres. Para
mayor dificultad, los dioses contestan en su arcano
lenguaje, diciendo da o ja; pero no sabemos si da es «Si»

(como en ruso) y ja es «no» (como en macarra) o viceversa.

Este tipo de acertijos, que Raymond Smullyan plantea de forma
sistematica en sus deliciosos libros de logica recreativa, son muy
interesantes desde el punto de vista de la teoria de la informacion, y
a menudo remiten a sutiles cuestiones filosoficas. Sugiero a mis
sagaces lectoras y lectores que lean algunos de los fascinantes
libros de Smullyan, como Alicia en el Pais de las Adivinanzas, ¢La
dama o el tigre?, ;Como se llama este libro?... O, en otro orden de
cosas, El Tao es silencioso, la mejor introduccion al taoismo que

CO110ZCO.

§. Smullyan
Supongamos que los tres dioses del capitulo anterior —el de la
Verdad (V), el de la Mentira (M) y el de la Confusion (C)— estan

alineados frente a nosotros. Una posibilidad (la solucion no es
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Unica) es empezar preguntandole al del centro: «Si te preguntara si
el de la derecha es C, ¢contestarias ja ?».
Si contesta ja, el de la izquierda no es C, ya que si el del centro es V
o M, de su respuesta se deduce que C es el de la derecha, y si C es
el del centro, obviamente no puede ser el de la izquierda.
Analogamente, si contesta da sabemos que el de la derecha no es C.
Seguidamente, al dios que no es C podemos preguntarle:
«¢Contestarias ja si te preguntase si eres V?».
Si contesta ja es V, y si contesta da es M.
Y por ultimo, al dios que ya sabemos quién es le preguntamos: «¢Me
contestarias ja si te preguntara si el dios del centro es C?».
Si contesta ja, el dios del centro es C, y si contesta da, no lo es.
Obsérvese que no sabemos si ja significa si y da no o viceversa; pero
eso no nos impide identificar a los tres dioses.
He dado la solucion anterior de forma escueta, pues si detallara
cada paso, ocuparia varias paginas. A quienes deseen profundizar
en el tema les recomiendo los encantadores (en ambos sentidos del
término) libros de logica recreativa del maestro Smullyan, en los que
encontraran, entre otras muchas cosas, numerosos acertijos como
el siguiente:
Tras pasar al otro lado del espejo, Alicia llega al Bosque
del Olvido y, naturalmente, no se acuerda de qué dia de la
semana es. En el bosque hay un leén y un unicornio. El
leon miente sistematicamente los lunes, martes y
miércoles, y el unicornio miente siempre los jueves, viernes

Yy sdabados; los dias en que no mienten, tanto el leén como
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el unicornio dicen siempre la verdad. «Ayer me tocé mentir,
le dice el leén a Alicia, y el unicornio anade: A mi también

me toco mentir ayer. ;Qué dia de la semana es?

Este acertijo forma parte de ¢Como se llama este libro?, la primera y
mas famosa recopilacion de problemas logicos de Raymond
Smullyan. Como no podia ser de otra manera, Smullyan es un gran
admirador de Lewis Carroll, y Alicia no aparece solo ocasionalmente
en sus textos; tiene todo un libro dedicado a ella y a sus
extravagantes companeros de aventuras: Alicia en el Pais de las
Adivinanzas, en el que encontramos pequenas joyas como esta:
«Yo soy como el Rey Rojo —dijo la Reina Roja—, al igual que €l, creo
cosas falsas cuando estoy dormida y cosas verdaderas cuando estoy
despierta. Anoche, a las once, el Rey Rojo creia que yo estaba
dormida. A la misma hora, ¢qué creia yo, que €l estaba dormido o
que estaba despierto?».
O como esta otra:
«Recuerdo un curioso juicio —dijo el Caballero Blanco—,
habia tres sospechosos, y cada uno de ellos acusé a uno
de los otros dos. El primer sospechoso fue el unico que dijo
la verdad. Si cada uno de ellos hubiera acusado a otro
sospechoso distinto del que acuso, el segundo sospechoso
habria sido el unico en decir la verdad». sCudl de los tres

sospechosos era el culpable y a quién acusé cada uno?

§. Autorreferencia y bucles extranos
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En el Bosque del Olvido, el leon solo puede decir «Ayer me toco
mentir» un lunes o un jueves: el lunes, porque mentiria al decir que
ayer (el domingo) le toco mentir, y el jueves, porque diria la verdad
al decir que ayer (el miércoles) le toco mentir. Pero el lunes el
unicornio no podria decir «A mi también me tocé mentir ayer», pues
los lunes dice la verdad y los domingos también. Por lo tanto, es
jueves.
En cuanto a lo que cree la Reina Roja, si el Rey Rojo esta dormido,
su creencia es falsa, luego la Reina Roja esta despierta, luego
creera, acertadamente, que el Rey Rojo esta dormido. Si el Rey Rojo
esta despierto, su creencia es cierta, luego la Reina Roja esta
dormida, luego creera, erroneamente, que el Rey Rojo esta dormido.
Tanto si el Rey Rojo esta despierto como si esta dormido, la Reina
Roja creera que esta dormido.
Y de los tres sospechosos, el primero (A) es inocente, puesto que
dice la verdad al acusar a otro. El segundo (B), aunque miente,
también es inocente, pues diria la verdad si acusara al companero
al que no ha acusado. Luego el culpable es el tercer sospechoso (C).
También sabemos, por tanto, que A ha acusado a C (puesto que dice
la verdad) y B ha acusado a A (puesto que miente); pero no sabemos
a quién ha acusado C.
* ok ok ok

Gertrude Stein, en su lecho de muerte, le pregunt6 a su companera:

«Cual es la respuesta?», y al no obtener contestacion dijo:

«Entonces, ¢cudl es la pregunta?».
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No era la primera en preguntarselo. Los antiguos griegos, que se lo
preguntaron casi todo, tenian que llegar a la metapregunta, y a ella
llegaron por diversas vias. Se cuenta que Epiménides, el
semilegendario poeta y filosofo cretense del siglo VI a. C., viajo a
Oriente para encontrarse con Buda y le pregunto: «¢Cual es la mejor
pregunta que se puede hacer y cual es la mejor respuesta que se
puede dar?». Y Buda contesto: «La mejor pregunta que se puede
hacer es la que acabas de hacerme, y la mejor respuesta que se
puede dar es la que te estoy dando». ¢Tiene sentido esta frase
tomada literalmente o hay que entenderla como una alusion poética
a los limites del conocimiento?

También se atribuye a Epiménides la paradoja por excelencia: la del
mentiroso, de la que existen distintas versiones, y cuya expresion
mas simple es «Esta frase es falsa»; si es verdadera, es falsa, pues
eso es lo que afirma, y si es falsa, es verdadera, pues lo que dice es
cierto...

Tanto la supuesta pregunta de Epiménides a Buda —y su
respuesta— como la paradoja del mentiroso son desconcertantes
ejemplos de autorreferencia. Cuando el discurso se vuelve sobre si
mismo, se forman a veces extranos bucles (segun lo define Douglas
Hofstadter, un bucle extrano es un lazo de retroalimentacion
paradéjica a nivel cruzado), que ponen de manifiesto los limites y
las debilidades estructurales de construcciones logicas (e incluso
matematicas) que parecian solidas.

Y no esta de mas, en este contexto, recordar la archiconocida

paradoja del barbero. Si el barbero afeita a todos los habitantes de
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su pueblo que no se afeitan a si mismos, ¢se afeita a si mismo el
barbero?

Y una apuesta «imperdible»: escribo en un papel una afirmacion que
solo puede ser verdadera o falsa, sin ambigiedades, y le digo a
alguien que, aunque aparentemente tenga un S50 % de
probabilidades, no puede adivinar si la afirmacion es cierta o no.
¢Qué he escrito en el papel?

Pero, en contra de lo que pensaba Bertrand Russell, hay extranos
bucles paradodjicos que no se basan en la autorreferencia. Como la
paradoja de Yablo, inspirada en la del mentiroso y formulada por el
filosofo Stephen Yablo en 1993. Tenemos una secuencia infinita de
oraciones, cada una de las cuales afirma que todas las que le siguen
son falsas. Si suponemos que una de las oraciones —la numero n —
es verdadera, entonces todas las que siguen son falsas, pues eso es
lo que afirma N; pero como n + 1 afirma que todas las que siguen
son falsas y es falsa, al menos una de las siguientes es verdadera,
con lo que n es falsa... ¢Una variante de la paradoja del mentiroso

sin autorreferencia ni circularidad?

§. La luna perforada

La pregunta de Epiménides a Buda, la paradoja del mentiroso, la
paradoja de Yablo y algunas otras cuestiones directa o
indirectamente planteadas en el capitulo anterior son, mas que
acertijos a resolver, inquietantes temas de reflexion, por lo que
remito a mis lectoras y lectores a la abundante documentacion y los

interesantes debates que circulan por la Red.
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Pocos caen en la cuenta de que la conocida paradoja del barbero es,
sencillamente, una afirmacion contradictoria. Si alguien dijera, por
ejemplo: «Conozco a un enano de un metro ochenta de estatura» o
«Soy vegetariano y como carne tres veces a la semana», pensariamos
que lo que dice no tiene sentido, pues, por definicion, no hay enanos
altos ni vegetarianos carnivoros; y aunque e€s un poco menos
evidente, tampoco puede haber un barbero que afeite a todos los
que no se afeitan a si mismos.

En cuanto a la apuesta «imperdible», lo que he escrito en el papel es:
«Vas a decir que mi afirmacion es falsa». Si dice que mi afirmacion
es cierta, se equivoca, puesto que mi afirmacion es falsa; si dice que
mi afirmacion es falsa, también se equivoca, puesto que ahora mi

afirmacion es cierta.

Entre los acertijos que no tienen o parecen no tener solucion, son
especialmente irritantes aquellos en que faltan —o parecen faltar—
datos relevantes. Empecemos con uno relativamente facil:
Tres amigos, en una feria, deciden visitar la caseta de un
adivino, cuya entrada cuesta tres euros. Uno de ellos le da
diez euros al taquillero, que es el propio adivino, y este, sin
mediar palabra, le da tres entradas y la vuelta. :Cémo
sabe el adivino que los tres van juntos y que el que le ha

dado los diez euros piensa pagar por todos?

Y otro no tan facil:
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El orificio cilindrico de una cuenta esférica de oro (que la
atraviesa de parte a parte y pasando por el centro, como
es habitual) mide 6 milimetros de longitud. ;Cudanto pesa

la cuenta, sabiendo que la densidad del oro es 19,37

Por cierto, si en lugar de una cuenta fuera la Luna la que estuviera
atravesada de parte a parte por un enorme orificio y dejaramos caer

una piedra en ese pozo sin fondo, ¢qué pasaria?

§. Generalidades

El que paga le da al adivino cinco monedas de dos euros, por lo que
es evidente que quiere tres entradas.

En cuanto al problema de la cuenta perforada, por increible que
parezca su volumen es independiente del diametro del orificio. La
demostracion es sencilla pero farragosa. E innecesaria, pues, si el
volumen es el mismo sea cual fuere el diametro del orificio, podemos
calcularlo en el caso limite de que ese diametro sea nulo, con lo que
tendriamos una esfera maciza de 6 mm de diametro. Puesto que el
volumen de la esfera es 4nir3/3, el de la cuenta es de unos 113 mm?3,
y como la densidad del oro es 19,3, la cuenta pesa unos 2,2 gramos.
Si el pozo que atravesara la Luna de parte a parte fuera de polo a
polo (para evitar la aceleracion de Coriolis) y consideramos que en
su interior no hay rozamiento, puesto que nuestro satélite carece de
atmosfera, la piedra iria ganado velocidad (aunque con aceleracion
decreciente) hasta llegar al centro de la Luna, donde la gravedad es

nula, y luego seguiria por inercia, decelerando hasta detenerse justo
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en el otro extremo del pozo, para volver a caer si nada se lo
impidiera: su movimiento seria similar al de un péndulo.

* % % %
Decia Keyserling que, desde el punto de vista del conocimiento, no
hay nada tan nefasto como nuestra tendencia a generalizar. Esto tal
vez sea cierto al afrontar determinados problemas personales; pero
en el campo de la ciencia —y muy concretamente en el de las
matematicas y la logica—, la generalizacion es requisito basico del
conocimiento. Veamos algunos ejemplos de curiosas —e€
instructivas— generalizaciones.
A lo largo de su vida, cada persona da la mano a otras un
determinado numero de veces, y ese numero ha de ser par o impar
(a las personas que nunca han dado la mano a nadie no las
tendremos en cuenta). ¢Cuantas personas han dado la mano un
numero impar de veces? No seria facil averiguarlo; pero ¢sabemos si
el nimero de esas personas es par o impar?
Son bien conocidos los criterios de divisibilidad por 3 y por 9; pero
cqué condicion ha de cumplir un numero para que al restarle la
suma de sus cifras el resultado sea divisible por 9?
En una parcela limitada por tres tramos de carretera rectilineos y de
la misma longitud, y con la misma densidad de trafico, ¢donde
tenemos que construir una casa para que la suma de las distancias

a las tres carreteras sea la maxima?

§. El eterno triangulo
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El problema de los apretones de manos (muy similar a uno de los
«problemas matrimoniales» del capitulo homoénimo) es bastante
simple, si se enfoca de la forma adecuada. Todos los apretones de
manos son dobles, pues consisten en juntar dos manos que se
aprietan mutuamente, por lo que el numero total de «acciones
manuales» (AM) ha de ser par. Obviamente, el numero de AM de las
personas que han dado la mano un numero par de veces es par,
luego el numero de AM de las personas que han dado la mano un
numero impar de veces también ha de ser par, para que la suma
total lo sea; pero si el numero de estas ultimas fuera impar, también
lo seria la suma de sus AM, luego el numero de personas que han
dado la mano un numero impar de veces tiene que ser par. Parece
un trabalenguas, pero en realidad es bastante sencillo.

Para que un numero sea divisible por 9 al restarle la suma de sus
cifras no ha de cumplir condicion alguna. Dado un numero de tres
cifras cualquiera, abc, si le restamos la suma de sus cifras (a + b +

c) tenemos:

100a+ 10b+c—-a—-b-c=99a + 9b

que es divisible por 9 cualesquiera que sean a y b. Obviamente, el
razonamiento sigue siendo valido para numeros de mas de tres
cifras y, por lo tanto, cualquier numero entero es divisible por 9 si le
restamos la suma de sus cifras. Por eso la condicion necesaria y
suficiente para que un numero sea divisible por 9, es que lo sea la

suma de sus cifras.
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En cuanto al problema de la parcela, se da la curiosa circunstancia
de que la suma de las distancias a los tres lados es igual para

cualquier punto de la misma.

El area (S) del triangulo equilatero de la figura es la suma de los tres
triangulos que obtendriamos al unir un punto cualquiera (P) con los
tres vértices; si llamamos [ al lado del triangulo y 1, n» y 3 a las
distancias de P a los tres lados, S=1In/2 + In/2 + lr3/2 =ln + rn +
r3)/2, por lo que la suma de las distancias (r1 + 2 + r3) es constante
e igual a la altura del triangulo, h, ya que S = [h/2. Es el conocido
(al menos para los estudiantes italianos) teorema de Viviani.
* ok ok %

Siguiendo con los triangulos y las distancias interiores, halla, en un
triangulo cualquiera que no tenga un angulo mayor o igual a 120°,
un punto tal que la suma de sus distancias a los vértices sea

minima.
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En la misma linea, demuestra graficamente que las tres alturas de
un triangulo cualquiera se cortan en un punto.

Y ahora pasemos de los triangulos geométricos a los amorosos:
Antonio, Bernardo y Clara juegan a la pelota en la playa. Bernardo
esta enamorado de Clara, y cada vez que tiene la pelota se la tira a
ella (que es una forma de tirar los tejos). Clara esta enamorada de
Antonio, y cada vez que tiene la pelota se la tira a €l. Antonio no se
da por aludido, y tira la pelota indistintamente a Bernardo o a
Clara. ¢Cual es la probabilidad de que cada uno de los tres tenga la

pelota en un momento dado?

§. Repartir besos y bizcochos

El punto de un triangulo cuya suma de distancias a los vértices es
minima se conoce como punto de Fermat, o de Fermat-Torricelli
(pues parece ser que Fermat le planted el problema a su colega
Torricelli y este lo resolvid), y se puede hallar mediante la

construccion de la figura.
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Sobre cada lado del triangulo, ABC, construimos un triangulo
equilatero, y luego unimos los vértices de ABC con los respectivos
vértices exteriores de los triangulos opuestos; el punto de
interseccion de los segmentos asi obtenidos es el punto de Fermat
(dejo la demostracion en manos de mis sagaces lectoras y lectores).

Hay una elegante demostracion grafica de que las tres alturas de un
triangulo se cortan en un punto (llamado «ortocentro»). Trazamos
por cada vértice del triangulo una paralela al lado opuesto, y de este
modo obtenemos otro triangulo cuyas mediatrices son las alturas
del primero; y las mediatrices de un triangulo se cortan en el punto
que equidista de los tres vértices. Esto ultimo es facil de demostrar:
por definicion, todos los puntos de la mediatriz del lado A’B’
equidistan de los vértices A’y B’, y todos los puntos de la mediatriz
del lado A’C’ equidistan de los vértices A’y C’; por lo tanto, el punto
de interseccion de ambas mediatrices equidista de B’ y C’, luego

también pertenece a la mediatriz del lado B’C’.
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En cuanto al triangulo amoroso, si llamamos A, B y C a los tres
jugadores de acuerdo con sus iniciales, la pelota solo puede recorrer
dos circuitos: ABC y AC. Como ambos circuitos son igualmente
probables, de cada cinco pases (ABC + AC) la pelota ira dos veces a

A, dos veces a C y una a B. Las probabilidades respectivas son, por
tanto, 2/5, 2/5y 1/5.
S
Del triangulo amoroso a la orgia de besos (pero dentro de un orden)
planteada por el gran creador de acertijos Henry Dudeney:
En una fiesta de Navidad participan el anfitrion y su
esposa, otras seis parejas casadas, un viudo Yy tres
viudas, otros doce varones entre hombres solteros y
muchachos, y otras diez damas entre mujeres solteras y
muchachas. El viudo se entretiene en contar los besos que,
segun la tradicion, se dan las personas que coinciden bajo
el muérdago. El viudo, que aun guarda luto por su esposa,

no besa a nadie y observa que ningun varén besa a otro
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varéon, ningun hombre casado besa a otra mujer casada
que no sea la suya, cada varén soltero o muchacho besa a
cada una de las damas solteras o muchachas dos veces, y
las viudas no se besan entre ellas. ;Cuantos besos se

dieron en total?

Y otro clasico navideno del maestro Dudeney:
La noche de Fin de Ano, tres vagabundos encuentran una
barrica que contiene doce pintas de cerveza. Quieren
repartirsela a partes iguales y para ello disponen de una
jarra de cinco pintas de capacidad y otra de tres. ;:Cémo
pueden hacer el reparto sin que se desperdicie nada de

cerveza y con el menor nimero de operaciones posible?

Y otro reparto festivo e ingenioso:
cCuantos cortes hacen falta para dividir un bizcocho

circular en ocho partes iguales?

§. Pensar a contracorriente

La solucion al problema de los besos podria parecer que es 1290
(omito los sencillos pero engorrosos calculos), numero que se
obtiene sumando los besos que da cada persona; pero de este modo
contamos cada beso dos veces, pues en cada «besamiento»

intervienen dos personas, por lo que la respuesta correcta es

1290/2 = 645.
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Al problema de la cerveza y los tres vagabundos cabe darle una
solucion similar a la que aparece en la pelicula La jungla de cristal:

1. Se llena la jarra pequena con las 3 pintas y se echan en la
grande.

2. Se llena otra vez la jarra pequena y con ella se completa lo que
le falta a la jarra grande, es decir, 2 pintas, y queda 1 pinta en
la pequena.

3. Se vacia la jarra grande y luego se vierte en ella la pinta que
hay en la jarra pequena.

4. Se llena la jarra pequena y se echan las 3 pintas a la jarra
grande, con lo que conseguimos una parte alicuota de 4

pintas.

Pero a mi me gusta especialmente la solucion «dinamica», o sea, con
ingesta de cerveza durante el proceso. La jarra de 3 se vierte en la
de 5 dos veces. La pinta que sobra en la de 3 se la bebe el primer
mendigo y devuelven la de 5 a la barrica. Repiten otras dos veces la
operacion, pero ahora beben los mendigos segundo y tercero.
Quedan 9 pintas en la barrica. Llenan la de 3 y la vierten en la de
cinco. Llenan otra vez la de 3 desde la barrica y ya tienen 3 pintas
en cada uno de los recipientes.

En cuanto al bizcocho, es facil dividirlo en ocho partes iguales con
tres cortes si reagrupamos los trozos después de cada corte; pero
hay una forma sencilla y elegante de hacerlo sin reagrupar los

trozos: con dos cortes verticales perpendiculares y uno horizontal.
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N 1
N LS

Tanto en el reparto del bizcocho como en el de la cerveza

encontramos aleccionadores ejemplos de pensamiento lateral:
sencillos e ingeniosos enfoques en los que nos cuesta «caer» porque
a menudo, sin darnos cuenta, nos imponemos mas condiciones o
limitaciones de las inherentes al problema a resolver (como en la
vida misma). Asi, en la particion del bizcocho es frecuente dar por
supuesto que todos los cortes han de ser verticales, y en el reparto
de la cerveza no se suele tener en cuenta que los beneficiarios
pueden beber durante el proceso. En la misma linea, hay otro
acertijo bastante conocido, pero que vale la pena recordar:

En un torneo de tenis intervienen 100 jugadores. En la

primera ronda juegan 50 contra 50. Los 50 ganadores

pasan a la 2. ronda y se repite el proceso sucesivamente

(si en algun momento es impar el numero de jugadores,

uno pasa por sorteo a la siguiente ronda). Cudntos

partidos se juegan en total hasta tener al ganador del

torneo?
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Otro clasico muy conocido pero de obligada mencion: unir los nueve
puntos de la figura sin levantar el lapiz del papel y con el menor

numero de trazos rectilineos posible.

Y para terminar, otros dos clasicos (el segundo, por cierto, ha sido
considerado por algunos, por su sencillez y coherencia, como el
mejor acertijo de pensamiento lateral de todos los tiempos):

Tenemos un vaso con agua y otro con vino, que contienen

la misma cantidad de liquido. Si se toma una cucharada

de agua del primer vaso y se vierte en el segundo, y tras

remover bien se toma una cucharada del segundo vaso y

se vierte en el primero, ¢chabra mads vino en el agua que

agua en el vino o viceversa?

Un hombre entra en un bar y le pide al camarero un vaso de agua.

Nunca antes se habian visto. El cantinero saca una pistola de
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debajo del mostrador y apunta al hombre, que le da las gracias y se

va. ¢Por qué?

§. Pensar de lado

La expresion «pensamiento lateral» fue introducida por Edward de
Bono en su ya clasico libro New Think: The Use of Lateral Thinking
(1967), en el que habla de las técnicas que permiten resolver
problemas de una manera indirecta y con un enfoque creativo. Y en
el capitulo anterior hemos visto algunos ejemplos de acertijos cuya
resolucion requiere —o se facilita con— una aproximacion «lateraly.
El problema del torneo de tenis se resuelve de manera instantanea
si se cae en la cuenta de que en cada partido se elimina a un
jugador y han de quedar eliminados todos menos uno; por lo tanto,
tendran que jugarse 99 partidos.

El famoso acertijo de los nueve puntos es un claro ejemplo de que a
menudo nos cuesta resolver un problema porque, sin darnos
cuenta, nos autoimponemos mas condiciones o limitaciones de las
necesarias. No se pide que todos los vértices de la linea quebrada
coincidan con alguno de los puntos, y sin embargo se suele dar por
supuesto; sin esta condicion innecesaria, los nueve puntos se
pueden unir con cuatro trazos. O con tres si no los consideramos

puntos geomeétricos inextensos sino circulitos negros.
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En cuanto al acertijo de los dos vasos, puesto que quitamos una
cucharada del primer vaso y luego se la anadimos, al final ambos
vasos tienen la misma cantidad de liquido que al principio; por lo
tanto, lo que a uno le falta de agua es lo que al otro le falta de vino.
El hombre que entra en el bar y pide un vaso de agua tiene hipo. El
camarero saca la pistola para quitarle el hipo de un susto.
* ok Kk

Siguiendo con el pensamiento lateral, spor qué las tapas de las
alcantarillas son redondas y no cuadradas? Hay al menos tres
razones de peso (nunca mejor dicho).
Y unos cuantos acertijos mas para pensar de lado, tomados del
inagotable repertorio popular:

En un restaurante, un cliente encuentra una mosca en su

café. Pide que le traigan otro, y el camarero se apresura a

complacerlo; pero, tras tomar un sorbo, el cliente exclama

airado: «jEsta es la misma taza de café de antes!». ;.Cémo

lo sabe?
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¢Cuantas veces se puede restar 1 del numero 1117

Al comienzo de la Primera Guerra Mundial los soldados britanicos
no llevaban casco, sino una gorra de tela. Pero las autoridades
militares, alarmadas por el gran numero de heridos en la cabeza,
decidieron reemplazar las gorras por cascos metalicos. Sin embargo,
y aunque la intensidad de la guerra era la misma que antes del
cambio, el numero de soldados heridos en la cabeza aumento6. ¢Por

queé?

§. Extranas parejas

Hay al menos tres buenas razones para que las tapas de las
alcantarillas sean redondas y no cuadradas: una tapa redonda se
puede desplazar haciéndola rodar, y no puede caer por su propio
agujero, mientras que una cuadrada podria hacerlo con relativa
facilidad, al ser el lado del cuadrado considerablemente menor que
la diagonal; ademas, una tapa redonda es mucho mas facil de
encajar en su agujero.

El acertijo de la taza de café admite distintas soluciones, pero la
mas sencilla y verosimil es la del sabor: el cliente ech6 azucar en el
café antes de ver la mosca, y al probar el de la nueva taza se da
cuenta de que esta dulce.

Del niamero 111 solo podemos restar 1 una vez, pues en cuanto lo
hagamos se convertira en el 110. ¢Y qué pasa si a 111 le sumamos
1? Se convertira en 112... o en 1000 si estamos en el sistema

binario.
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Al sustituir la gorra de tela por un casco metalico, aumento el
numero de heridos en la cabeza porque antes la mayoria de los que
eran alcanzados en tan delicada parte del cuerpo, no resultaban
heridos sino que morian.

* ok ok %
Y a continuacion, unos cuantos emparejamientos instructivos:
parejas conyugales con hijos albinos, emparejamiento de paginas y
numeros, parejas de bases y exponentes, estaciones de tren
emparejadas. Y cada problema, por supuesto, va emparejado con
una instructiva solucion... o mas.
Sabiendo que el gen del albinismo es recesivo y que hay
aproximadamente un albino por cada diez mil personas, ¢qué
porcentaje de la poblacion porta el gen del albinismo?
Un tipografo afirma que para numerar las paginas de un libro ha
utilizado exactamente tres mil caracteres. ¢Dice la verdad?
¢Qué conclusion se puede sacar de la igualdad x* = yv?
En las estaciones de una red ferroviaria se vende un billete distinto
para cada viaje posible (y se distingue entre el viaje de ida y el de
vuelta: el billete de A a B es distinto del billete de B a A). Se
inaugura una nueva linea con varias estaciones, y eso obliga a
imprimir 34 nuevos billetes distintos. ¢Cuantas estaciones habia y

cuantas nuevas estaciones se han inaugurado?

§. Extranos utensilios
Como el gen del albinismo es recesivo, para que nazca un albino

tienen que juntarse un portador y una portadora, por lo que si
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llamamos 1/x a la fraccion de personas portadoras, la fraccion de
parejas susceptibles de tener un hijo albino sera 1/x2; pero solo uno
de cada cuatro hijos de una de esas parejas sera albino, pues para
ello tienen que coincidir en el cigoto los dos genes del albinismo,
puesto que son recesivos. Por lo tanto, la proporcion de albinos sera
1/4x2. Y como 4x2 = 10.000, x = 50. Una de cada 50 personas es
portadora del gen del albinismo, o lo que es lo mismo, el 2 % de la
poblacion.

En cuanto al tipografo que afirma haber utilizado exactamente 3000
caracteres, no dice la verdad. Las 9 primeras paginas necesitan 9
caracteres; las 90 siguientes (de la 10 a la 99), 2 cada una, o sea,
180; las 900 siguientes (de la 100 a la 999), tres cada una, o sea,
2700. En total, las 999 primeras paginas necesitan para su
numeracion 2889 caracteres. A partir de ahi, cada pagina
necesitara 4 caracteres; pero 3000 — 2889 = 111, que no es divisible
por 4; por lo tanto, no es posible que el tipografo haya utilizado
exactamente 3000 caracteres.

La ecuacion exponencial x* = y¥ no implica necesariamente x = y;
puede ser x=1/2ey=1/4.

En el problema de las estaciones, si llamamos x al numero de
estaciones antiguas e y al numero de estaciones nuevas, habra que
hacer 2xy billetes nuevos para enlazar a todas las nuevas con todas
las antiguas (recordemos que el billete de ida y el de vuelta son
distintos), a los que habra que anadir los billetes correspondientes a
los enlaces de las estaciones nuevas entre si: y(y — 1). Por lo tanto,

2xy + yly — 1) = 34, de donde y(2x + y — 1) = 34. Puesto que y es un
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numero entero, también ha de serlo 2x + y — 1, por lo que solo hay
dos soluciones: y =1, x=17; y = 2, x = 8; pero como nos dicen que
hay varias estaciones nuevas, la solucion buscada es la segunda:
hay 8 estaciones antiguas y 2 nuevas.

* ok Kk
Una balanza desequilibrada, un metro menguado, unos dados con
caras en blanco... ¢Hay que desecharlos? Nada de eso: tal vez
puedan cumplir su funcion habitual, e incluso alguna mas.
Una balanza esta muy desequilibrada: al ponerlo en uno de los
platillos, un lingote de oro pesa 9 kilos, y al ponerlo en el otro pesa
4 kilos. ¢Cuanto pesa en realidad?
Un vendedor de telas gana el 30 % sobre el precio de coste; pero un
dia descubre un metro defectuoso que hace aumentar sus
beneficios al 33 %. ¢Cuanto mide en realidad el metro del vendedor
tramposo?
Dos amigos que tienen una tienda de juegos reciben una partida de
dados defectuosos: en algunas de las caras de la mayoria de ellos no
se han marcado los numeros correspondientes y, por tanto, estan
en blanco. Uno de los amigos coge un dado que tiene tres caras en
blanco y le propone al otro jugar de la siguiente forma:
«Ta coges otro dado y los tiramos los dos; si salen dos caras en
blanco o dos caras numeradas, gano yo; si sale una cara en blanco
y otra numerada, ganas tu». ¢Con cuantas caras en blanco ha de
escoger su dado el segundo jugador para tener las mayores

probabilidades de ganar?
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§. Extranas particiones

El problema de la balanza defectuosa se resuelve con una sencilla
regla de tres, que en este caso es una «regla de dos»: si llamamos x
al peso del lingote, 4 es a x como x es a 9, luego X2 = 36, x = 6. El
lingote pesa 6 kilos.

En cuanto al vendedor tramposo, supongamos, para simplificar los
calculos, que compra la tela a 10 euros el metro. Para ganar el 30 %
ha de venderla a 13; pero si su metro mide menos de un metro, su
ganancia sera mayor. Si llamamos x a la longitud real de su metro,
lo que a €l le cuesta 10x lo vende a 13, luego su porcentaje de
beneficio sera (13 - 10x)/10x = 33/100, de donde x = 0,977. El
metro del vendedor tramposo mide, redondeando, 98 centimetros
(en este caso —como en otros que hemos visto en anteriores
capitulos—, el redondeo viene a cuento, pues al cortar una tela
siempre hay un margen de error de alrededor de un centimetro).

El problema de los dados defectuosos tiene una curiosa solucion: da
igual qué dado elija el segundo jugador, pues su probabilidad de
ganar sera siempre del 50 %. En efecto, cada una de las 6 caras de
un dado puede combinarse con cada una de las 6 caras del otro, por
lo que hay 6 x 6 = 36 emparejamientos posibles. Si llamamos x al
numero de caras en blanco del segundo dado, las combinaciones
blanco-blanco seran 3x, y las combinaciones niumero-numero seran
3(6 — x), en total 3x + 18 — 3x = 18, independientemente del valor de

X.

* % k% %
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Sigamos con los dados. Un fabricante de juegos de mesa tiene un
cubo de madera de 9 centimetros de lado y desea dividirlo en 27
cubitos de 3 centimetros de lado con objeto de convertirlos en otros
tantos dados. Durante la operacion, puede reagrupar como desee
los trozos resultantes de cada corte para serrarlos juntos. ¢Cuantos
cortes tendra que hacer, como minimo, para dividir el cubo en 27
cubitos?

Un nino sale de casa con un paquete de caramelos y vuelve sin
ninguno. Su madre le pregunta qué ha hecho con ellos y el nino
contesta:

—A cada amigo que me he encontrado le he dado la mitad de los
caramelos que tenia mas uno.

—cY a cuantos amigos te has encontrado?

—A seis.

¢Cuantos caramelos tenia el nino al salir de casa?

Tenemos seis numeros naturales (enteros y positivos) de una sola
cifra y distintos entre si, que pueden dividirse en dos grupos de tres
de forma que la suma de los numeros de un grupo sea igual a la
suma de los del otro, y la suma de los cuadrados de los de un grupo
sea igual a la suma de los cuadrados de los del otro. :Qué numeros

son?

§. Buscarle tres pies al gato
Para comprender que no se puede dividir un cubo en 27 cubitos con
menos de seis cortes, basta con darse cuenta de que cada una de

las seis caras del cubito central necesita un corte distinto. Por
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cierto, para dividir un cubo en 64 cubitos también es suficiente con
seis cortes (aunque en este caso hay que reagrupar los trozos
después de cada corte).
El problema del nino y los caramelos se resuelve mejor pasando
hacia atras la pelicula de sus encuentros e imaginando que cada
amigo con el que se encuentra le da un caramelo y luego duplica los
que tiene, con lo que la secuenciaes: (O+ 1) x2=2/(2+ 1) x2 =6,
G6+1)x2=14,(14+1)x2=30,30+1)x2=62,(62+1)x2=
126. El nino sali6 de casa con 126 caramelos.
El problema de los seis numeros tiene varias soluciones: 1, 6, 8/2,
4,9;3,7,8/4,5,9;2,06,7/3,4,8;1,5,6/2,3, 7.

* ok Kk
En el conocido acertijo de los nueve puntos (ver el capitulo Pensar a
contracorriente), podemos buscarle tres pies al gato considerando
que los puntos no son inextensos, en cuyo caso admite, como
vimos, una solucion con solo tres trazos.
Y en el problema de la balanza desequilibrada (ver Extranos
utensilios), si no despreciamos el peso de los brazos o consideramos
que los platillos podrian no pesar lo mismo, hay infinitas
soluciones.
Las sucesiones numeéricas en las que, dados cinco o seis términos,
hay que hallar los siguientes, son un clasico de los test de
inteligencia y los acertijos logicos; pero a menudo (mejor dicho,
siempre) admiten mas de una solucion si le buscamos tres (o
cuatro, o cinco...) pies al gato algoritmico. Las siete sucesiones

siguientes son bastante faciles (aunque no todas) si nos
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conformamos con la soluciéon mas obvia; pero te invito a buscar, en
cada caso, una segunda solucion. O mas.
2,3,6,7,16...
1,2,2,3,2,4...
17, 33, 65, 129...
4, 6,9, 10, 14, 15...
1, 8, 27, 64...
5, 12, 20, 30, 43...
1, 11, 21, 1211, 111221...

§. La cuadratura de la mesa redonda
Las sucesiones numeéricas del capitulo anterior admiten las
siguientes continuaciones (en negrita):
2,3,6,7,16, 17, 22...
1,2,2,3,2,4,2,4...
17, 33, 65, 129, 257, 513...
4, 6, 9, 10, 14, 15, 21, 22...
1, 8, 27, 64, 125, 216...
5, 12, 20, 30, 43, 60, 88...
1,11,21, 1211, 111221, 312211, 13112221...

La primera sucesion es la de los numeros cuyo nombre en
castellano contiene la letra ese.

La segunda esta formada por el numero de divisores de los numeros
naturales en orden creciente: el 1 solo tiene un divisor, el 2 tiene

dos, el 3 tiene dos, el 4 tiene tres...
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En la tercera sucesion, cada término es el doble del anterior menos
1.
La cuarta es la lista, en orden creciente, de los numeros que son el
producto de dos primos: 2 x 2,2 x 3, 3x 3,2 %x 5,2 x7...
La quinta sucesion es la de los cubos de los numeros naturales.
En la sexta sucesion, los numeros que anadimos a cada término
para obtener el siguiente forman, a su vez, una sucesion: 7, 8, 10,
13..., esta muy sencilla, cuyos siguientes términos son 17 y 22.
En la séptima sucesion (que durante un tiempo circulo por la red),
cada término es la «descripcion» sintética del anterior: uno; un uno;
dos unos; un dos y dos unos; tres unos, dos doses y un uno...
En realidad, cualquier sucesion numérica, por obvia que parezca,
admite mas de una solucion (infinitas, en ultima instancia, ya que
podemos anadirle cualquier numero y encontrar un algoritmo que
los conecte todos).

* % % %
Y a continuacion, un breve paseo logico-caballeresco por Camelot y
sus alrededores.
El Caballero Oscuro (nada que ver con Batman) pasa al galope ante
Arturo, Lanzarote y Parsifal, que con gran presteza tensan sus arcos
y disparan sendas flechas contra el maligno intruso. Arturo es un
buen arquero, y a esa distancia solo falla un disparo de cada seis.
Lanzarote es un arquero mediano, y acierta una de cada dos veces
cuando le dispara a un caballero al galope. Parsifal no es bueno con

el arco, y en esas condiciones solo acierta una de cada cinco veces.
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¢Cual es la probabilidad de que el Caballero Oscuro sea alcanzado
por al menos una flecha?

Arturo, Lanzarote, Merlin, Gawain y Parsifal estan sentados
alrededor de la Mesa Redonda en este orden a dextrosum (es decir,
en el sentido de las agujas del reloj). Han de elegir a uno de ellos
para que vaya en pos del Caballero Oscuro y ponga fin a sus
incursiones. En la primera vuelta, cada uno vota a aquel que vota a
su vecino de la izquierda (dada la ambigtiedad de la frase, dificil de
precisar en lenguaje coloquial, digamos que A vota a B, siendo B el
que vota a quien se sienta a la izquierda de A).

¢Por quién vota cada uno?

La traicion de Mordered obliga a los caballeros de la Mesa Redonda,
que ahora son quince, a extremar las precauciones. Los caballeros
acuden a las sesiones enmascarados, y entre ellos hay un cierto
numero de coordinadores parciales, de modo que ninguno conoce la
lista completa de los quince, y ninguna pareja de coordinadores
puede reconstruirla; pero cualquier grupo de tres coordinadores ha
de poder reconstruir la lista completa.

¢Cuantos coordinadores hay como maximo?

§. Damas amenazadas

El Caballero Oscuro asaeteado por Arturo, Lanzarote y Parsifal tenia
muy pocas probabilidades de salir ileso. En este caso, es mas facil
calcular la probabilidad de que ninguno de los tres lo alcance: la
probabilidad de que falle Arturo es 1/6, la de que falle Lanzarote es

1/2 y la de que falle Parsifal es 4/5, luego la probabilidad de que
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fallen los tres alavezes 1/6 x 1/2 x4 /5= 1/15. Por lo tanto, la
probabilidad de que alguna flecha alcance al Caballero Oscuro es la
complementaria: 14/15, o lo que es lo mismo, el 93,3 %.

Para saber a quién ha votado cada caballero, basta averiguar el voto
de uno de ellos, ya que la solucion es obviamente simétrica
(respecto al centro de la Mesa Redonda). Arturo no ha votado por
Lanzarote, que es su vecino de la izquierda, pues ello implicaria que
ha votado también por si mismo. Tampoco ha votado por Merlin,
pues ello implicaria que Merlin hubiera votado por Lanzarote,
Lanzarote por Gawain, Gawain por Merlin y Merlin por Parsifal, lo
cual es contradictorio. Un razonamiento analogo nos muestra que
Arturo tampoco ha podido votar por Parsifal, asi que ha tenido que
votar por Gawain, y Lanzarote por Parsifal, Merlin por Arturo,
Gawain por Lanzarote y Parsifal por Merlin.

El tercer problema de Camelot es el menos facil. Creo que la forma
mas sencilla de hallar el maximo numero de coordinadores posible
es considerar que cada pareja ha de ignorar la identidad de un
caballero, y, por otra parte, el caballero desconocido ha de ser
distinto para cada pareja, pues de lo contrario habria trios de
coordinadores incapaces de completar la lista. Por lo tanto, el
numero de parejas de coordinadores ha de ser, como maximo, igual
al niumero de caballeros, o sea, 15. Y 15 es el numero de parejas
distintas que se pueden formar con 6 elementos (6 x 5/2 = 195),

luego habra un minimo de tres coordinadores y un maximo de seis.
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Y de los caballeros pasemos a las damas. El acertijo de la division
del cubo en 27 cubitos (ver Extranas particiones) remite a un
problema homologo, consistente en acorralar a una dama en el
tablero de ajedrez mediante sucesivas particiones, lo cual, a su vez,
recuerda un interesante clasico de los problemas ajedrecisticos,
desglosable en tres:

¢Cuantas damas podemos colocar en un tablero vacio de forma que
ninguna de ellas amenace a ninguna otra? ¢De cuantas maneras
distintas podemos colocarlas? ¢Y en sendos tableros reducidos de 4

x4,5%x5y6 % 6?

§. El problema de las ocho damas

El problema de las ocho damas fue planteado por primera vez por el
ajedrecista aleman Max Bezzel, que, con el seudoénimo
Schachfreund, lo publico en 1848 en la revista especializada
Berliner Schachzeitung. Puesto que la dama puede desplazarse
horizontal, vertical o diagonalmente, el problema equivale a situar
ocho fichas en el tablero de forma que no haya dos en la misma fila,
columna o diagonal (lo cual lo emparenta con el popular sudoku).

El problema de las ocho damas fue analizado, entre otros, por el
mismisimo Gauss, que hallo 76 de las 92 soluciones posibles; pero
el primero en encontrarlas todas, en 1850, fue un amigo suyo, el
matematico ciego Franz Nauck.

En realidad, solo hay 12 soluciones basicas, y las 80 restantes se
obtienen por giros y simetrias; 11 de las soluciones basicas valen

por 8: girando cualquiera de ellas 90°, 180° y 270° se obtienen tres
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mas, y las cuatro dan lugar a otras cuatro por simetria especular;
pero la duodécima (damas en a3, b5, c2, d8, el, f7, g4 y h6) solo
vale por cuatro, pues tiene simetria central. Las 12 soluciones
basicas dan, pues, lugara 11 x 8 + 4 = 92 soluciones distintas.
Puesto que solo puede haber una dama por columna, podemos
expresar numeéricamente las soluciones anotando, de izquierda a
derecha, los numeros de las filas que ocupan. Asi, la solucion
simétrica que acabamos de ver seria 35281746. El problema de las
ocho damas se puede convertir, de este modo, en un problema
aritmeético, que consiste en tomar, de entre todas las permutaciones
de los digitos del 1 al 8, las que cumplen cierta condicion. Sin
embargo, esta notacion numérica no es de gran ayuda, salvo para
realizar un programa de busqueda por ordenador, pues las
permutaciones de los ocho digitos son 8! =8 x 7 x 6 x 5 x4 x 3 x 2
x 1 =40.320, entre las cuales hay que buscar las 92 que cumplen la
condicion requerida. Por cierto, ¢qué condicion es esa?
Mas dificil todavia, ¢hay alguna solucion en la que no haya ningun
grupo de tres damas alineadas? ¢Cual es —si existe— su notacion
numeérica?
Solo hay una solucion basica para el tablero de 4 x 4 y otra para el
de 6 x 6, y dos para el de 5 x 5, que en la notacion numeérica antes
establecida serian, respectivamente, 2413, 246135, 25314 y 35241;
las tres primeras tienen simetria central.

* ok ok ok
El tema de las ocho damas es practicamente inagotable, y ha dado

lugar a numerosos problemas afines, como los siguientes:
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¢Cuantas damas son necesarias, como minimo, para cubrir todo el
tablero? Por cubrir o abarcar el tablero se entiende que todas las
casillas estén a tiro de alguna de las damas.

¢cY para abarcar tableros de 9 x 9, 10 x 10y 11 x 117

¢Cuantas torres podemos colocar en el tablero de forma que
ninguna amenace a ninguna otra? ¢De cuantas maneras distintas

podemos colocarlas?

§. Pensamiento no mecanico

Aqui tenemos la respuesta al primer problema:

.I.I.I.I
H'E H B
-l
M H B
H EH BN
HEET R

Las soluciones numéricas del problema de las ocho damas han de

cumplir la condicion de que la diferencia entre dos digitos
cualesquiera no sea igual a la «distancia» entre ellos, entendiendo

por tal el naumero de lugares que estan alejados el uno del otro, pues
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de lo contrario corresponderian a dos damas situadas en la misma
diagonal.

Sin contar giros y rotaciones, creo que la solucion en la que no hay
tres damas alineadas es Unica; su notacion numeérica: 35841726
(recordemos que cada digito indica la fila ocupada correspondiente a
cada columna, de izquierda a derecha).

Para abarcar todo el tablero son necesarias y suficientes cinco
damas. Una de las soluciones consiste en colocarlas en la diagonal
del tablero de la forma 80654020 (los ceros corresponden a las
columnas en las que no hay dama).

Cinco damas también son suficientes para abarcar tableros de 9 x
9, 10 x 10y 11 x 11 (aunque en este caso las casillas ocupadas no
estan necesariamente a tiro de otras damas). Una solucion en el
tablero de 11 x 11: 040X0602080 (la X representa la fila 10).

Puesto que no puede haber dos torres en una misma fila ni en una
misma columna, es evidente que el maximo numero de torres que
podemos colocar en un tablero sin que ninguna amenace a ninguna
otra es ocho. Para calcular todas las disposiciones posibles,
empecemos situando una torre en la primera columna; tenemos 8
posibilidades, para cada una de las cuales tenemos 7 posibilidades
al situar otra torre en la segunda columna, y para cada una de
estas 8 x 7 parejas tenemos 6 posibilidades al situar la torre en la
tercera columna... El nimero total sera, pues, 8 x 7 x 6 x 5 x 4 x 3

x 2 x 1, 0sea, 8 =40.320.
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Es interesante comparar el problema de las ocho damas con el
analogo pero mucho mas sencillo de las ocho torres: en el segundo
caso es facil hallar una formula que nos dé el numero de soluciones
para tableros de cualesquiera dimensiones, mientras que en el
primer caso no es en absoluto asi. Con algunos acertijos logicos
aparentemente simples ocurre algo similar: se resisten a ser
abordados pensando de forma lineal y mecanica, y requieren, para
su resolucion, seguir procesos ramificados, reticulares o que
incluyen curiosos bucles. Un ejemplo clasico es el siguiente:

Un rey decide indultar a uno de los tres prisioneros que

estan encerrados en las mazmorras de palacio. Los llama

a su presencia Yy les dice: «En este cofre hay tres

sombreros blancos y dos negros. A cada uno de vosotros le

pondran uno de estos cinco sombreros, de modo que cada

cual vera los que llevan los demas, pero no el que lleva él

mismo ni los que han quedado en el cofre. El que deduzca

de qué color es el sombrero que lleva y justifique su

conclusiéon quedara en libertad»r. Tras unos instantes de

reflexion, el primer prisionero afirma que no puede saber

de qué color es su sombrero, y el segundo dice lo mismo; y

entonces el tercero dice: «Mi sombrero es blanco». ;Cémo lo

sabe?

§. Ojos enigmaticos
Si el tercer prisionero (llamémoslo C, y A y B a los otros dos)

hubiera  visto dos sombreros  negros, habria  sabido
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automaticamente que el suyo era blanco. Si C hubiera visto un
sombrero blanco y uno negro, habria pensado: «Si mi sombrero
fuera negro, el que lo lleva blanco veria dos negros y sabria que el
suyo no puede ser negro, puesto que solo hay dos, por lo que mi
sombrero tiene que ser blanco». Y si C hubiera visto dos sombreros
blancos, habria pensado: «Si mi sombrero fuera negro, B habria
sabido enseguida que el suyo tenia que ser blanco, pues de lo
contrario A habria visto dos negros y no habria dudado; por lo
tanto, mi sombrero tiene que ser blanco». Y estos mismos
razonamientos nos llevan a concluir que los prisioneros llevan
puestos los tres sombreros blancos.

Segun la version oficial, el rey indultéo al tercer prisionero, cuya
deduccion se basaba en la logica. Pero en realidad tuvo que
soltarlos a los tres, porque el primer prisionero dijo: «Ponernos los
tres sombreros blancos era la unica forma de que la solucion no
fuera obvia para ninguno de nosotros, y un rey tan inteligente como
ta no podia proponernos un acertijo trivial». Y el segundo prisionero
dijo: «Ponernos los tres sombreros blancos era la inica forma de que
la prueba fuera equitativa, y un rey tan justo como tu no podia no
ser ecuanime». Como la historia nos demuestra sin cesar, un rey no
tiene por qué ser inteligente, y mucho menos justo; pero no puede
admitir publicamente que no lo es, de modo que tuvo que soltar a
los tres prisioneros.

* k% k% %
El acertijo de los tres sombreros blancos y los dos sombreros negros

tiene muchas y muy interesantes variantes. He aqui un par de ellas:

105 Preparado por Patricio Barros



El diablillo de Einstein www.librosmaravillosos.com Carlo Frabetti

Tres hombres llevan sendos sombreros que pueden ser blancos o
negros, y cada uno desconoce el color del suyo. Saben que los tres
no son blancos, y no se excluye la posibilidad de que todos sean
negros. Los tres estan sentados uno detras de otro, de modo que el
ultimo puede ver el color de los sombreros del primero y del
segundo, mientras que el segundo solo puede ver el color del
sombrero del primero, y este no puede ver ninguno. El ultimo dice
que no sabe de qué color es su sombrero; a continuacion, el
segundo dice lo mismo; entonces el primero, que no ve nada, dice
que sabe el color de su sombrero. ¢Es esto posible? :De qué color es
el sombrero del primero?
En una isla hay cien habitantes, que tienen los ojos bien azules o
bien marrones. Todos ven el color de los ojos de los demas, pero no
el propio. No pueden hablar del asunto y no hay espejos. Y hay una
ley que establece que si alguien descubre que tiene los ojos azules,
ha de abandonar la isla a la manana siguientes. Todos los islenos
son capaces de razonar con una logica impecable. Un dia, un
visitante llega a la isla y, tras mirar a todos los islenos, dice, sin
senalar a nadie: «Qué agradable es ver a al menos una persona con
ojos los azules». ¢Qué consecuencias tuvo este comentario para los
islenos?
Y hablando de ojos azules y marrones:

Sabiendo que el gen de los ojos azules es recesivo con

respecto al de los ojos marrones, y suponiendo que ambos

genes sean igualmente abundantes entre la poblacion,

ccual es la probabilidad de que una pareja tenga un hijo
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con los ojos azules si ambos progenitores los tienen

marrones?

§. El ahorcamiento inesperado

La segunda version del problema de los sombreros blancos y negros
es mas clara e inequivoca que otras: puesto que los tres sombreros
no pueden ser blancos, si el tercer hombre viera dos blancos sabria
automaticamente que el suyo es negro. Si el segundo hombre viera
que el sombrero del primero es blanco, sabria que el suyo es negro,
pues de lo contrario el tercero habria visto dos blancos. Por lo tanto,
el sombrero del primero tiene que ser negro.

En cuanto a los islenos de ojos azules o marrones, si solo hubiera
uno de ojos azules, la declaracion del forastero se lo revelaria (al ver
que todos los demas tenian los ojos marrones) y abandonaria la isla
al dia siguiente. Si hubiera dos, cada uno esperaria que el otro
abandonara la isla al dia siguiente, y al ver que no lo hacia, ambos
deducirian: «Yo también tengo los ojos azules», y se irian los dos al
dia siguiente. Siguiendo con el mismo razonamiento, y llamando n
al numero de islenos con los ojos azules, al cabo de n dias se irian
todos. Este acertijo, por su caracter recursivo, recuerda la paradoja
del ahorcamiento inesperado, que luego veremos.

La probabilidad de que en una pareja de personas de ojos marrones
ambas sean portadoras del gen de ojos azules es 1/4 (si
consideramos equiprobables las cuatro posibilidades: MM-MM, MM-
Ma, Ma-MM, Ma-Ma), y la probabilidad de que en un cigoto

coincidan ambos genes recesivos es 1/4, por lo que la probabilidad
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de que una pareja de ojos marrones engendre un bebé de ojos
azules es 1/16. Pero se pide la probabilidad de que tengan un hijo
de ojos azules, es decir, un varon (pregunta-trampa antisexista), por
lo que la probabilidad es la mitad de la anterior: 1/32. Sin embargo
si consideramos que entre las personas de ojos marrones hay el
doble de Ma que de MM (pues un Ma recibe el gen de un solo
progenitor mientras que el MM ha de recibirlo de ambos a la vez),
entonces las probabilidad de que en una pareja ambos sean
portadores es 2/ 3 x 2 /3 = 4/9, por lo que la probabilidad de que
nazca un bebé de ojos azules es 1/9 (este segundo supuesto parece
mas acorde con el enunciado, un tanto ambiguo).

S
Pero volvamos a las paradojas logicas, uno de nuestros temas mas
recurrentes y perturbadores:
—El ahorcamiento tendra lugar a mediodia —dijo el juez al
prisionero—, uno de los siete dias de la semana proxima. Pero no
sabras qué dia sera hasta que se te informe de ello la manana del
dia del ahorcamiento.
El prisionero, acompanado por su abogado, volvio a la celda. Tan
pronto como se quedaron solos, el abogado dijo:
—:Te das cuenta de que no es posible ejecutar la sentencia del
juez?
—cdPor qué? —pregunto el prisionero.
—Obviamente, no pueden ahorcarte el proximo domingo, porque es
el ultimo dia de la semana, y el sabado sabrias que el ahorcamiento

tendria lugar el domingo. Lo sabrias antes de que se te comunicase
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el domingo por la manana, y esto iria en contra de la sentencia del
juez.

—Cierto —dijo el prisionero.

—Por lo tanto, el domingo esta descartado —prosigui6 el abogado—.
Esto hace que el sabado sea el ultimo dia que pueden ahorcarte.
Pero no pueden ahorcarte el sabado porque el viernes quedarian
so6lo dos dias: sabado y domingo. Puesto que el domingo no podria
ser, el ahorcamiento tendria que ser el sabado. Pero saber esto
volveria a violar la sentencia del juez. Asi que el sabado también
queda eliminado. Esto nos deja el viernes como ultimo dia posible.
Pero el viernes esta descartado, porque si estas vivo el jueves por la
tarde sabras que el vienes sera el dia de la ejecucion.

—Entiendo —dijo el prisionero—. Del mismo modo puedo descartar
el jueves, el miércoles, el martes y el lunes...

La sentencia del juez parece autorrefutarse. A primera vista, no hay
nada logicamente contradictorio en las dos afirmaciones que forman
la sentencia; sin embargo, no puede llevarse a cabo en la practica...

¢O si?

§. El1 diablo de la botella

Parece ser que la paradoja del ahorcamiento inesperado empezo a
circular oralmente en los anos cuarenta del siglo XX, y se hizo
famosa cuando, en 1951, el destacado filésofo y matematico Michael
Scriven le dedicoé un articulo en Mind, la prestigiosa revista
britanica de filosofia. «Ha salido a la luz una nueva y poderosa

paradoja», empieza diciendo el articulo, y con razon, pues de la

109 Preparado por Patricio Barros



El diablillo de Einstein www.librosmaravillosos.com Carlo Frabetti

potencia de la paradoja dan fe los numerosos articulos y debates
que suscitéo en su dia, y cuyos ecos aun no se han extinguido del
todo.

¢cPuede o no puede ser ahorcado el reo? El razonamiento de su
abogado parece correcto; pero si, pongamos por caso, €l miércoles
por la manana llega el verdugo y le dice que va a ser ahorcado, la
noticia pillara al reo por sorpresa, con lo que se cumpliran los
requisitos de la sentencia... ¢O no? Como dijo Scriven en su articulo
de 1951, es este regustillo a logica refutada por la realidad lo que
hace que la paradoja resulte atractiva. En su libro El ahorcamiento
inesperado y otros entretenimientos matematicos3, Martin Gardner
dedica todo un capitulo a esta polémica paradoja y otras similares, y
a €l remito a quienes deseen profundizar en la cuestion.

* % % %

El marinero Keawe, nativo de Hawai, se embarca en un buque que
va a San Francisco, donde se queda prendado de una maravillosa
casa cuyo anciano dueno parece muy triste y solo. Keawe se
asombra de que el propietario de aquella preciosa casa sea tan
infeliz, pero pronto descubre el porqué: tras invitarlo a visitar su
mansion, el anciano le muestra una botella en cuyo interior hay un
diablillo diminuto. Este demonio puede conceder cualquier deseo,
excepto alargar la vida; pero si el dueno de la botella muere sin
antes haberla vendido ira al infierno. Ademas, hay que vender la

botella a un precio inferior al que se pagd al comprarla, y hay que

3 Gardner, M. (1991): El ahorcamiento inesperado y otros entretenimientos matematicos,
Alianza Editorial, Madrid.
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cobrar en metalico e informar cumplidamente al comprador de las
condiciones del contrato diabdlico...

No revelaré el desarrollo de El diablo de la botella, y menos aun su
desenlace, para no privar a quienes todavia no lo hayan leido del
placer de descubrir paso a paso su inquietante trama. Pero basta el
breve resumen anterior (aunque es preferible leer el cuento entero)*,
para ver que el argumento encierra una curiosa paradoja, similar a

alguna de las que ya hemos visto. ¢Cual es?

§. El diablillo de Einstein

La paradoja encerrada en El diablo de la botella tiene que ver con la
del ahorcamiento inesperado, y también con el acertijo de los
sombreros y el de los islenos de ojos azules o marrones. En todos
estos casos desempena un papel importante la recursividad:
partimos de un razonamiento basico que nos permite sacar una
primera conclusion, a partir de la cual repetimos el mismo
razonamiento para avanzar un paso mas, y asi sucesivamente hasta
alcanzar la solucion del problema. A veces el método funciona de
forma impecable y otras veces nos conduce a situaciones
paradéjicas, o cuando menos desconcertantes.

En el caso del cuento de Stevenson, la paradoja es esta: quien
comprara la botella por un centavo, ya no podria venderla y se
condenaria sin remedio (damos por supuesto que estamos hablando
de la moneda de menor valor existente). Pero quien pudiera

comprarla por dos centavos pensaria: «Si la compro nunca podré

4 Stevenson, R. L., El diablillo de la botella y otros cuentos, Alianza Editorial, Madrid, 2013.
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venderla, pues nadie querra comprarla por un centavo». Y quien
pudiera comprarla por tres centavos pensaria: «Nadie querra
comprarla por dos centavos, pues luego no podria venderla por
uno». Y asi sucesiva e indefinidamente... Pero quien tuviera ocasion
de comprar la endiablada (nunca mejor dicho) botella por mil
dolares, ¢razonaria de este modo recursivo y se negaria a comprarla
paralizado por la idea de no poder venderla luego?

* ok Kk
El de Stevenson es el diablo embotellado mas conocido de la
literatura; pero en el terreno de la fisica tiene un par de congéneres
igualmente famosos: el diablillo de Descartes y el de Maxwell.
El ludion o diablillo de Descartes es un sencillo artefacto que juega
con la incompresibililidad del agua y la gran compresibilidad del
aire para hacer que un munequito hueco (0 en su defecto un
frasquito) con un orificio en la parte inferior descienda al presionar
una membrana elastica que cubre un recipiente lleno de agua y
ascienda al soltar la membrana.
En cuanto al diablillo de Maxwell, es el protagonista de un
experimento mental ideado en 1867 por el gran fisico escocés James
Clerk Maxwell. Mediante un tabique, dividimos en dos partes un
recipiente lleno de gas y aislado del exterior, y en el tabique abrimos
una diminuta puertecilla vigilada por un demonio que la abre
cuando una molécula mas caliente que la media intenta pasar de la
parte derecha a la izquierda y la cierra en caso contrario; con el
tiempo, la parte de la izquierda estaria mas caliente que la de la

derecha, con lo que se violaria el segundo principio de la
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termodinamica, segun el cual la entropia (el desorden) de un
sistema aislado no puede disminuir. Dicho de otro modo, el diablillo
conseguiria que una masa de gas a una temperatura homogénea
quedara dividida en dos partes entre las que podria fluir calor
unidireccionalmente, lo cual podria utilizarse para crear energia.

¢Donde esta la trampa?

Aunque no se lo conoce con ese nombre, hay un tercer diablillo
igualmente travieso, ligado a un experimento mental que Einstein le
planteo a Bohr: en un recipiente lleno de radiacion electromagnética
—o sea, de fotones— hay un reloj (o un diablillo con reloj de bolsillo,
como el Conejo Blanco de Alicia) que opera un mecanismo que abre
y cierra un orificio por el cual puede escapar un foton. Si el
recipiente se pesa antes y después de que el mecanismo abra el
orificio durante un lapso muy pequeno y en un instante preciso

controlado por el reloj, se produciria una violacion del principio de
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indeterminacion, pues conoceriamos a la vez la masa del foton por
la diferencia de peso (y por ende su energia, de acuerdo con la
formula E = mc ?) y el instante en que se mide.

Encontrar el fallo del razonamiento de Einstein requiere un buen
conocimiento de la fisica (al propio Bohr le costéo un buen rato), por
lo que no lo propongo como acertijo, sino como adenda al tema de
los diablillos. Y como pretexto para seguir hablando del principio de

indeterminacion.

§. El gato de Schrodinger
La trampa del diablillo de Maxwell estriba en que, para saber
cuando ha de abrir la portezuela, tiene que recabar informacion
sobre el estado de las moléculas, y ese proceso conlleva un gasto de
energia.
En cuanto al experimento mental de Einstein, el fallo esta en que
para pesar la caja de fotones necesitamos un instrumento de
medida con el que tenemos que interactuar para efectuar la
medicion, y al interactuar con €l lo perturbamos, reintroduciendo el
principio de indeterminacion.
Obsérvese que en ambos casos desempena un papel importante la
obtencion de informacion y su coste energético, un asunto de
capital importancia para la ciencia actual.

* ok ok ok
Al hablar de paradojas de la mecanica cuantica, no podemos
olvidarnos de la mas famosa y controvertida: la del gato de

Schrodinger.
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En 1935, el fisico austriaco Erwin Schrodinger propuso el siguiente
experimento mental: en una caja cerrada hay un gato, un frasco de
gas venenoso y un dispositivo con una particula radiactiva que tiene
una probabilidad del 50 % de desintegrarse en un tiempo dado; si la
particula se desintegra, el veneno se libera y el gato muere.
Obviamente, al cabo del tiempo establecido habra una probabilidad
del 50 % de que el dispositivo se haya activado y el gato esté
muerto, y la misma probabilidad de que el dispositivo no se haya
activado y el gato esté vivo; pero de acuerdo con la mecanica
cuantica, la situacion del sistema en ese momento al depender de
una sola particula (o sea, de su «funcion de onda») sera la
superposicion de los estados «gato vivo» y «gato muerto»r. Solo
cuando abramos la caja para ver si el gato esta vivo o muerto,
perturbaremos este estado dual y haremos «colapsar la funcion de
onda» en un sentido u otro.
La primera vez que, en mi adolescencia, oi hablar del gato de
Schréodinger no entendi casi nada, y una de las cosas que no
entendi fue por qué habian elegido a un gato para el experimento
mental. ¢Por qué no imaginar que en la caja hay una persona? ¢Hay
alguna razon, aparte de la meramente humanitaria (que, dicho sea
de paso, deberia aplicarse también al gato), para hacer el
experimento con un felino y no con un humano?
Y siete preguntas mas (una por vida) relativas a los gatos:

1. ¢Por qué se dice «buscarle tres pies al gato» y no cinco?

2. ¢Tiene que ver la expresion «levarse el gato al agua» con la

conocida aversion de los felinos a mojarse?
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3. ¢Por qué el gato es dos animales a la vez?

4. ¢Cual es el animal que caza ratones y ronda por los tejados
pero no es un gato?

5. ¢Es verdad que de noche todos los gatos son pardos?

6. ¢Es verdad que los gatos siempre caen de pie?

7. ¢Es el riesgo de la caida, para un gato, proporcional a la

altura desde la que cae?

§. La mayor toca el piano

¢Por qué un gato y no un ser humano en el experimento mental de
Schrodinger? Porque en el segundo caso, contestan algunos, dentro
de la caja habria un observador que, con su presencia consciente,
haria colapsar la funcion de onda. Pero ¢acaso no es consciente el
gato? Y no vale aducir que el gato no entiende lo que esta pasando
en la caja, porque muchos humanos —la inmensa mayoria,
probablemente— tampoco lo entenderian...

Mas alla —o mas aca— de las distintas interpretaciones de la
mecanica cuantica, la paradoja del gato de Schrédinger nos remite
al arduo problema de la relacion mente-materia (o realidad-
percepcion, si se prefiere). Un problema que empezo a inquietarnos
mucho antes de que la fisica del siglo XX trastocara nuestra vision
del mundo. Ya a principios del siglo XVIII, George Berkeley
argumentaba que lo Ginico que podemos conocer de un objeto es lo
que percibimos de él, y por tanto es gratuito dar por supuesto que
detras de nuestras percepciones existe algo objetivo que posee

realmente las cualidades observadas. El obispo Berkeley tenia un
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comodin en la manga para librarse del solipsismo: Dios como
realidad ultima y absoluta («incontingente», en la jerga teologica);
pero los ateos no lo tenemos tan facil, sobre todo tras la revolucion
cuantica. (Esto remite a una cuestion que ha dado pie a mas de una
pelicula de ciencia ficcion: ¢como se puede distinguir una
simulacion global —tipo Matrix — de la realidad?).

Mas festivos y menos dificiles de resolver, los siete acertijos sobre
los gatos propuestos en el capitulo anterior:

1. Seria mas correcto decir «<buscarle cinco patas al gato»; pero es
frecuente llamar pies a las patas posteriores de algunos
cuadrupedos, y de ahi que haya acabado imponiéndose la
version «buscarle tres pies al gato».

2. La popular expresion «llevarse el gato al agua» no tiene nada
que ver con la aversion de los felinos al liquido elemento, sino
con un juego infantil en el que dos contrincantes, a gatas,
tiran de una cuerda a ambos lados de un charco, intentando
cada uno arrastrar al otro hasta el agua.

El gato es dos animales a la vez porque es gato... y arana.

4. El animal que caza ratones y ronda por los tejados pero no es
el gato, es la gata.

5. De noche todos los gatos son pardos menos los negros, que
son todavia mas negros.

6. No es verdad que los gatos siempre caigan de pie; por debajo
de una cierta altura y segun como empiecen a caer, pueden no

tener tiempo de colocarse en la posicion adecuada para
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aterrizar apoyando las cuatro patas, que es la forma de
amortiguar al maximo el impacto.

7. En consecuencia, el dano causado por la caida no es
proporcional a la altura. Los veterinarios saben bien que, para
un gato, caer desde un primer piso suele tener peores
consecuencias que caer desde un segundo o un tercero. No

solo el gato de Schrédinger es paradojico.

Einstein nunca termino de aceptar el indeterminismo inherente a la
mecanica cuantica, pero no logro resolver el problema de las
«wariables ocultas» que, segun ¢€l, subyacian a los fenomenos
subatomicos. El que si logro resolver fue el acertijo que, al parecer,
le plantearon sus alumnos de Princeton:

Dos profesores de matematicas estan hablando de sus respectivas
familias y uno pregunta:

—:Qué edades tienen tus tres hijas?

—EIl producto de sus edades es 36 —contesta el otro— y su suma,
casualmente, es igual al numero del portal de tu casa.

—NMe falta un dato —dice el primero tras reflexionar unos minutos.
—Tienes razon —admite el segundo—, me he olvidado de decirte que
mi hija mayor toca el piano.

¢Qué edades tienen las hijas del profesor? ¢Y cual es la moraleja de

este desconcertante acertijo?

§. El test de Turing
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Puesto que el producto de las edades de las tres hijas del profesor es
36,y 36 =1x2x 2 x 3 x 3 tenemos ocho ternas posibles: 1-1-36,
1-2-18, 1-3-12, 1-4-9, 1-6-6, 2-2-9, 2-3-6, 3-3-4. Si al otro profesor
le falta un dato, es que hay dos o mas de estas ternas que suman lo
mismo. Efectivamente, las ternas 1-6-6 y 2-2-9 suman 13, y son las
unicas que suman lo mismo, por lo que la solucion es 2-2-9, ya que
en el otro caso no hay una hija mayor. La moraleja de este acertijo
—todo un clasico— es que a menudo nos fijamos en lo anecdoético
(el piano) y pasamos por alto lo mas relevante (hay una hija mayor);
los prestidigitadores y los politicos viven de eso.

En cuanto a la pregunta planteada entre paréntesis y como quien
no quiere la cosa (¢como se puede distinguir una simulacion global
—tipo Matrix — de la realidad?), cabria desglosarla en dos: 1) Dando
por supuesto que existe una realidad objetiva, ¢se podria construir
una simulacion indistinguible de la realidad? 2) ¢Hay alguna forma
de demostrar que existe una realidad objetiva detras de nuestras
percepciones?

Y hablando de simulaciones, sin duda la mas inquietante es la
simulacion de la conciencia. «<A mi me conozco, en los demas creo;
esta contradiccion me separa de todo», decia Kafka. ¢Como podemos
estar seguros de que nuestro interlocutor es un ser consciente? Si lo
tenemos delante, hoy por hoy todavia no es posible enganarnos
(aunque Kafka no parecia muy seguro); pero por teléfono o en un
breve intercambio de mensajes electronicos a veces cuesta
distinguir a una persona real de una maquina (no tanto por la

humanizacion de las maquinas como por la maquinizacion de las
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personas), y dentro de nada no sera facil saber si al otro lado de una
linea telefénica o de una pantalla hay un ser humano o un
programa informatico.
El primero en plantearse seriamente esta cuestion fue el matematico
britanico Alan Turing. En su ya clasico articulo Computing
Machinery and Intelligence, publicado en 1950 en la prestigiosa
revista Mind, el autor propone lo que desde entonces se conoce
como «el test de Turing», que consiste en comparar las respuestas
dadas por una persona y un programa de ordenador a una serie de
preguntas planteadas por un interrogador humano que no sabe
quién es quién (o quién es qué, o qué es quién...). Segun Turing, un
interrogador minimamente habil distinguira rapidamente entre el
humano y la maquina. ¢Y si no logra distinguirlos? Entonces,
afirma Turing, es que la maquina es inteligente. ¢Alguna objecion?

* % % %
Si los robots tienen alguna peculiaridad distintiva, como la de
mentir siempre, es mas facil identificarlos; veamos algunos ejemplos
sencillos:
Visitas una estacion espacial en la que solo hay personas que
siempre dicen la verdad y androides de aspecto totalmente humano
que siempre mienten.
Entras en una sala en la que solo hay dos individuos, que se
seflalan mutuamente y dicen al unisono: «El es un ser humanon.
Acto seguido entra otro individuo y dice: «Yo soy como ellos dos».
Entra otro mas y dice: «Ahora en esta sala hay tres o cuatro

humanos».
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¢Qué se puede deducir de estas afirmaciones?

§. La caja china

Llamemos A, B, C y D a los individuos de dudosa naturaleza que
has conocido en tu visita a una estacion espacial. Puesto que los
dos primeros (A y B) afirman el uno del otro que son humanos, o
son ambos humanos y dicen la verdad, o son ambos androides y
mienten; pero en el segundo caso C no podria decir que es como
ellos, pues de ser humano mentiria y de ser androide diria la
verdad; por lo tanto, A y B son humanos. Puesto que tu también
eres un ser humano (lo eres, ¢verdad?), la afirmacion de que en la
sala hay tres o cuatro humanos es cierta tanto si D es humano
como si no, por lo que D ha de ser humano, ya que dice la verdad.
Pero entonces, ¢por qué no dice sencillamente que hay cuatro
humanos? Pues porque a sus companeros de la base espacial los
conoce, pero no esta seguro de que tu, amable lector(a), seas un ser
humano.

¢cLo estaria si hubieras pasado el test de Turing? No, segun el
filosofo John Searle, que como réplica a dicho test propuso el
experimento mental de la caja china (también conocida como
«<habitacion china» o «sala china»), popularizado por Roger Penrose
en su libro La nueva mente del emperador.

Segun Searle, el mero hecho de que una maquina supere el test de
Turing (es decir, que conteste a las preguntas de un interrogador
humano como lo haria una persona) no significa que piense, y para

demostrarlo planted la siguiente situacion hipotética: supongamos
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que el propio Searle se encierra en un cubiculo aislado del exterior
en el que, por una ranura, un observador que no sabe lo que hay
dentro introduce preguntas en chino. Searle no sabe una palabra de
ese idioma; pero, provisto de una serie de fichas con simbolos
chinos y observando un determinado conjunto de reglas, podria
escribir en un papel respuestas coherentes, en caracteres chinos, y
hacerle creer al observador que el cubiculo sabe chino, o que dentro
hay alguien que conoce ese idioma. Analogamente, argumenta
Searle, una maquina puede dar respuestas coherentes a preguntas
humanas sin tener la menor conciencia de lo que esta haciendo:
basta con que posea el equivalente de un sistema de fichas lo
suficientemente complejo y unas reglas combinatorias adecuadas.
Pero el argumento de Searle tiene un punto débil y conduce a una
inquietante paradoja. ¢Cual es el punto débil y en qué consiste la
paradoja?

* k k% %
Siguiendo con las cajas misteriosas, ante ti hay tres cajas de
caramelos con las etiquetas «Naranja», «Limon» y «Mixtos». En una
de las cajas hay caramelos de naranja, en otra hay caramelos de
limon y en la tercera hay caramelos de ambas clases; pero las
etiquetas estan cambiadas, y ninguna corresponde al contenido real
de la caja. ¢Cuantos caramelos tienes que sacar, como minimo,
para averiguar el contenido de las tres cajas?
Y un acertijo del maestro Raymond Smullyan inspirado en El

mercader de Venecia de Shakespeare:
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Porcia tiene tres cajas, una de oro, una de plata y una de plomo, y
pide a su pretendiente que deduzca en cual de ellas guarda su
retrato. En la caja de oro pone: «El retrato esta aqui», en la de plata
pone: «El retrato no esta aqui», y en la de plomo pone: «El retrato no
esta en la caja de oro».

Sabiendo que a lo sumo una de estas tres afirmaciones es cierta,

cdonde esta el retrato de Porcia?

§. Personas y monedas

Para averiguar el contenido de todas y cada una de las cajas, basta
con sacar un caramelo de la caja en cuya etiqueta pone «Mixtos»: si
es de naranja, es que en esa caja son todos de naranja (pues si
hubiera también caramelos de limon la etiqueta no seria erronea),
por lo que los mixtos estan en la caja donde pone «Limon» y los de
limon en la caja donde pone «Naranja»; si el caramelo extraido es de
limon, los mixtos estan en la caja donde pone «Naranja» y los de
naranja en la caja donde pone «Limonb».

En cuanto al retrato de Porcia, no puede estar en la caja de oro,
pues en ese caso tanto la afirmacion de la caja de oro como la de la
caja de plata serian ciertas; tampoco puede estar en la caja de
plomo, pues en ese caso serian ciertas la afirmacion de la caja de
plata y la de la caja de plomo; por lo tanto, esta en la caja de plata,
y solo la afirmacion de la caja de plomo es cierta.

El punto débil de la argumentacion de Searle es que al ocupante de
la caja china, para enganar a un interrogador minimamente habil,

no le bastaria con utilizar mecanicamente un diccionario de chino o
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algin otro manual; y, por otra parte, si el ocupante de la caja
realizara eficazmente su tarea acabaria aprendiendo chino. Y la
paradoja (una de ellas) es que el argumento de Searle también es
aplicable a las personas: ¢como podemos tener la certeza de que un
interlocutor aparentemente humano y consciente no es una «caja
china» altamente sofisticada, manipulada por un programa
informatico o por un titiritero alienigena?
Por cierto, en 2014 Eugene Goostman convencio a un tercio del
jurado que lo interrogaba de que era un chico ucraniano de trece
anos muy listo y dotado de un gran sentido del humor. Sin
embargo, Eugene no es humano, sino un programa informatico
desarrollado a lo largo de quince anos por un grupo de
investigadores rusos.

* % % %
Distinguir una moneda falsa de una buena es, de momento, un
problema mas real que el de distinguir a un androide de un
humano; pero no siempre es facil. Veamos un par de ejemplos:
Tienes seis montones de cinco monedas y una pequena bascula de
precision, y sabes que todas las monedas son buenas y pesan 10
gramos menos las cinco de uno de los montones, que son falsas y
pesan 11 gramos. ¢Cuantas pesadas necesitas, como minimo, para
detectar el monton de las monedas falsas?
Mas dificil todavia:
Tienes doce monedas y una balanza, y sabes que una de las
monedas es falsa y no pesa lo mismo que las demas, pero no sabes

si pesa un poco mas o un poco menos. ¢Cuantas pesadas necesitas,
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como minimo, para individuar la moneda falsa y averiguar si pesa

mas o menos que las otras?

§. La moneda de Lacan

Para identificar el monton de cinco monedas falsas basta una sola
pesada: ponemos juntas en el platillo de la bascula una moneda del
primer monton, dos del segundo, tres del tercero, cuatro del cuarto
y cinco del quinto, o sea, quince monedas en total. Si pesan 150
gramos es que son todas buenas, por lo que el monton de las
monedas falsas es el sexto, del que no hemos cogido ninguna; si
pesan 151 gramos, el monton de las monedas falsas es el primero,
del que hemos cogido una; si pesan 152 gramos, el monton de las
monedas falsas es el segundo, y asi sucesivamente.

Para individuar la falsa moneda de entre doce y saber si pesa mas o
menos que las demas, bastan tres pesadas. En la primera pesada
ponemos cuatro monedas en un platillo de la balanza y cuatro en el
otro; si la balanza esta equilibrada, significa que la moneda falsa
esta entre las cuatro restantes. En la segunda pesada ponemos en
un platillo tres de las buenas y en el otro tres de las dudosas; si la
balanza se equilibra, la falsa es la dudosa restante, y comparandola
con una de las buenas sabremos, con una pesada mas, si pesa mas
o menos que las otras; si la balanza se desequilibra, la falsa esta
entre las tres dudosas del platillo y sabemos si pesa mas o menos, y
comparando dos de estas entre si en la tercera pesada sabremos

cual es de las tres.
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Si la balanza se desequilibra en la primera pesada, sabemos que las
cuatro excluidas son buenas. En la segunda pesada (y este es el
paso clave), pasamos una moneda del primer platillo al segundo y
viceversa, y las otras tres monedas del segundo platillo las
sustituimos por tres de las buenas. Si la balanza sigue igual, la
falsa es una de las tres que ya estaban en el primer platillo en la
primera pesada y sabemos si pesa mas o menos; si la balanza se
equilibra, la falsa es una de las tres que hemos quitado del segundo
platillo y sabemos si pesa mas o menos; si la balanza se
desequilibra en sentido contrario, la falsa es una de las dos que
hemos cambiado de platillo... (Dejo la sencilla continuacion en
manos de mis sagaces lectoras y lectores).
* ok Kk

El oulipiano Raymond Queneau le hablé a su amigo Jacques Lacan
del acertijo de las doce monedas, y el famoso psicoanalista francés
lo amplio a trece: segun é€l, es posible resolver el problema en tres
pesadas incluso con una moneda mas, mediante lo que llama la
«posicion por tres y uno». No contento con esto, Lacan afirmo: «Esta
posicion por tres y uno es la forma original de la logica de la
sospecha». No voy a pedirles a mis pacientes lectoras y lectores que
descifren la criptica sentencia de Lacan, pero si que averigien si
tenia razon al afirmar que el acertijo se puede resolver con trece
monedas en lugar de doce.

Y las trece monedas lacanianas recuerdan los trece eslabones de

otro interesante acertijo:
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Tienes una gruesa cadena de trece eslabones que pesan un kilo
cada uno, lo que los hace idoneos para usarlos como pesas en una
balanza.

¢Cuantos eslabones tienes que abrir para poder pesar cualquier

numero exacto de kilos comprendido entre 1 y 13 (ambos inclusive)?

§. Hay que romper las cadenas

Para poder pesar cualquier numero entero de kilos con la cadena de
trece eslabones basta con abrir el cuarto eslabon empezando por un
extremo, con lo que obtenemos tres trozos de uno, tres y nueve kilos
respectivamente. Para pesar 1 kilo usamos el eslabon suelto; para
pesar 2 kilos ponemos en un platillo, con la mercancia, el eslabon
suelto y en el otro platillo el trozo de tres eslabones; para pesar 5
kilos ponemos en un platillo el trozo de nueve eslabones y en el otro,
con la mercancia, los otros dos trozos... Es facil ver que, mediante
sumas y restas de 9, 3 y 1, podemos obtener todos los numeros del

1 al 13, ambos inclusive:

O
I
O

127 Preparado por Patricio Barros



El diablillo de Einstein www.librosmaravillosos.com Carlo Frabetti

10=9+1
11=9+3-1
12=9+3
13=9+3+1
En cuanto a la décima tercera moneda de Lacan, el famoso
psicoanalista francés se columpio una vez mas, como solia
sucederle cuando se adentraba sin mapa ni brgjula en el terreno de
las matematicas (llegd a confundir la raiz cuadrada de -1 con el
falo), pues con tres pesadas es imposible identificar una moneda
falsa entre trece y averiguar si pesa mas o menos que las demas.
* k% k% %
Siguiendo con las cadenas rotas, veamos los siguientes acertijos:
Tienes cinco trozos de cadena de tres eslabones cada uno y quieres
unirlos en una sola cadena de quince eslabones.
¢Cuantos eslabones tendras que abrir y soldar de nuevo para
conseguirlo?
Un samurai fanfarron cuenta que, de un solo tajo de su afilada
katana, corto en dos una gruesa cadena tendida horizontalmente.
¢Dice la verdad?
Un caminante llega a una posada y le dice al posadero:
—c:Me darias alojamiento por una semana a cambio de esta cadena
de plata?
El posadero examina la cadena, que tiene siete eslabones, y
considerando que un eslabon por dia es pago suficiente, contesta:

—De acuerdo; pero me has de pagar por adelantado.
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—Ni hablar —replica el caminante—. Si tu no te fias de mi, ¢por qué
habria de fiarme yo de que, una vez hayas cobrado, me trates de
forma satisfactoria?

Como ninguno de los dos da su brazo a torcer, acuerdan que el
caminante, en vez de pagar de una sola vez, al principio o al final, lo
hara dia a dia.

¢Cuantos eslabones habra que romper para ello?

§. Interesantes nameros

Los acertijos «encadenados» del capitulo anterior admiten soluciones
triviales, nada interesantes, y otras mas sutiles.

Es facil unir cinco trozos de tres eslabones abriendo un eslabon de
cuatro de los trozos para empalmar cada trozo con el siguiente; pero
nos ahorramos un corta-y-suelda si abrimos los tres eslabones de
uno de los trozos y los usamos para unir los cuatro trozos restantes.
Es inverosimil, aunque no imposible, que el samurai parta la
cadena en solo dos trozos, pues para ello tendria que cortar uno de
los eslabones de los extremos, y sin llegar a partirlo en dos. Si, como
es de suponer, corta la cadena por su parte central, obtendra tres o
cuatro trozos: un eslabon abierto o roto en dos trozos y media
cadena a cada lado. Y los trozos pueden ser mas de cuatro si su
afilada katana incide en el punto de union de dos eslabones.

El caminante abre inicamente el tercer eslabon de su cadena, con
lo que obtiene un eslabon suelto y dos trozos de cuatro y dos
eslabones respectivamente. El primer dia le da al posadero el

eslabon suelto; el segundo dia le da el trozo de dos eslabones y
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recibe el eslabon suelto de vuelta; el tercer dia vuelve a darle el
eslabon suelto; el cuarto dia le da el trozo de cuatro eslabones y
recibe los otros dos trozos de vuelta...

* % % %
Las soluciones interesantes y no interesantes de los acertijos
anteriores me han llevado a recordar una interesante anécdota del
genial matematico Srinivasa Ramanujan a proposito de un numero
supuestamente no interesante (valga el trabalenguas).
El nimero en cuestion es el 1729; al matematico britanico G. H.
Hardy no le parecio interesante, pero Ramanujan senalo que es el
menor entero que se puede expresar de dos maneras distintas como

suma de dos cubos. En efecto:

1729 = 13+ 123 =93 + 103

Sin animo de restarle mérito al gran matematico indio, me atreveria
a decir que para alguien familiarizado con los cubos de los primeros
numeros enteros no es tan dificil ver la notable propiedad de 1729.
¢Por qué?

Bastante mas dificil es ver qué tiene de especial el 73, el numero
favorito de Sheldon Cooper. ¢Puedes descubrirlo sin revisar el
correspondiente capitulo de The Big Bang Theory?

Pasando de lo particular a lo general, esta claro que hay numeros
muy interesantes, como 1m o e (o 73); pero ¢hay numeros no

interesantes?
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Y para terminar, un pequeno meta-acertijo: el titulo de este capitulo
te da una pista para responder correctamente a la pregunta

anterior. ¢Cual es esa pista?

§. Sub specie aeternitatis

Para alguien tan familiarizado con los numeros como Ramanujan,
darse cuenta de que 729 es 93 y 1728 es 123 debio de ser algo tan
inmediato como para otro ver en 27 y 125 los cubos de 3 y de 5; a
partir de ahi, establecer la igualdad 1728 + 1 = 729 + 1000 no es
tan dificil como parece a primera vista.

Menos obvio es el extraordinario interés que, segun Sheldon Cooper,
tiene el 73, su numero favorito: el 73 es el 21° numero primo, y 21
al revés es 12, y 37, que es 73 al revés, es el 12.° numero primo.
Ademas, 21 es 7 x 3, los numeros que forman 73. Por si fuera poco,
el nimero 73 en binario, 1001001, es un palindromo, es decir, es
igual leido de derecha a izquierda que de izquierda a derecha...

Pero al decir que hay numeros interesantes se da a entender que
hay otros que no lo son... ¢Hay numeros no interesantes? Si los
hubiera, el menor de ellos seria interesante por el mero hecho de ser
el no interesante mas pequeno, y al quitarlo de la lista, el siguiente
pasaria a ser el menor no interesante, lo que lo convertiria
automaticamente en interesante...

El titulo del capitulo anterior es Interesantes numeros, y el hecho de
que el adjetivo vaya delante lo convierte en epiteto (como cuando

decimos «la blanca nieve» o «el ancho mar»), que es una forma
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(poética) de decir que los numeros son intrinsecamente
interesantes, todos ellos. Esa era la pista.

* % % %
Asi pues, no podemos dividir los numeros en interesantes y no
interesantes; pero otras biparticiones si son posibles: pares e
impares, positivos y negativos, primos y compuestos, enteros y
fraccionarios, racionales e irracionales, grandes y pequenos...
¢Grandes y pequenos? Todo el mundo estara de acuerdo en que hay
numeros grandes y numeros pequenos (incluso hay, en
matematicas, una «ey de los grandes numeros»), pero podemos
dividirlos en estos dos grupos?
¢Y podemos adivinar un numero pensado por otra persona? Si es,
por ejemplo, un numero del 1 al 10, claro que podemos; pero ¢y si
es un numero cualquiera? Teniendo en cuenta que hay infinitos
numeros, la tarea parece imposible, aunque hablemos solo de los
numeros naturales (enteros y positivos). Pero si disponemos de mas
de un intento, de muchos, de tantos como queramos...
Si alguien piensa un numero natural cualquiera y vamos recitando
ordenadamente la lista de los nimeros naturales: 1, 2, 3, 4, 5...,
acabaremos diciendo el suyo; si disponemos de infinitos intentos —
o sea, desde la perspectiva de la eternidad— acertar un numero
natural pensado por otro es trivial.
cY si es un numero entero cualquiera, es decir, que puede ser tanto
positivo como negativo? La de los numero naturales es una lista sin
fin, pero con principio, mientras que la de los enteros no tiene ni

principio ni fin; ¢como podemos recitarla ordenadamente?
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cY si pienso dos numeros naturales y tienes que adivinarlos ambos?
Los dos a la vez, en el mismo intento: si he pensado la pareja 3 y 47
y dices 3 y 21 no vale como medio acierto; para acertar tienes que
decir 3 y 47. ¢Qué estrategia seguirias para ir diciendo
ordenadamente todas las parejas posibles?

¢Y si pudiera pensar un numero fraccionario cualquiera?

¢Y si pudiera pensar un numero irracional cualquiera? ¢Te bastaria

la eternidad para adivinarlo?

§. Al infinito y mas alla

Evidentemente, podemos dividir los numeros en grandes y pequenos
si establecemos arbitrariamente una linea divisoria; por ejemplo,
podemos llamar grandes a los numeros de mas de seis cifras, con lo
que el primero de ellos seria un millon (la contundente terminacion
aumentativa hace que esta decision parezca razonable). Pero si
1.000.000 es un numero grande, ¢tiene sentido decir que 999.999
es un numero pequeno? La vieja y perturbadora «paradoja del
monton» ensena las orejas una vez mas...

Mas sencillo que resolver la paradoja sorites es adivinar un numero
entero sub specie aeternitatis, pues basta con ir diciendo
alternativamente los positivos y los negativos: 1, -1, 2, -2, 3, -3...
Para ir diciendo todas las parejas de numeros naturales, podemos
listarlas, en orden creciente, por la suma de sus miembros: 1-1
(suma 2), 1-2 (suma 3), 1-3, 2-2 (suma 4), 1-4, 2-3 (suma 5), 1-5, 2-
4, 3-3 (suma 6)...
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Si tenemos en cuenta el orden de los numeros de cada pareja, la
cosa se alarga un poco mas, pero viene a ser lo mismo: 1-1, 1-2, 2-
1, 1-3, 3-1, 2-2, 1-4, 4-1, 2-3, 3-2, 1-5, 5-1, 2-4, 4-2, 3-3...

Para los numeros fraccionarios, nos sirve la lista anterior
sustituyendo los guiones por barras: 1/1, 1/2, 2/1, 1/3... De este
modo, todas las fracciones aparecen muchas veces (infinitas, de
hecho), pero tenemos la certeza de no dejarnos ninguna.

Y llegamos a los irracionales. Un matematico apresurado
seguramente diria que, puesto que el conjunto de los irracionales es
un infinito no numerable (un «numero transfinito», segun la
terminologia de Cantor), es imposible recitar una lista exhaustiva y,
por tanto, ni en toda la eternidad tendriamos la certeza de dar con
un irracional concreto pensado por alguien. Pero el matematico
apresurado se equivocaria.

Ante todo, demostremos que el matematico tiene razon al afirmar
que los irracionales no son numerables. Imaginemos que tenemos la
lista completa de los numeros irracionales comprendidos entre O y 1
(o sea, de la forma O,...) y construyamos un numero de la misma
forma cuyo primer decimal sea distinto del primer decimal del
primer numero de la lista, cuyo segundo decimal sea distinto del
segundo decimal del segundo numero de la lista, y asi sucesiva e
indefinidamente. Ese numero sera distinto del primero de la lista en
al menos el primer decimal, sera distinto del segundo en al menos el
segundo decimal... Es decir, no estara en la lista. Pero habiamos
dicho que era una lista completa, y la operacion descrita podriamos

llevarla a cabo con cualquier lista. Luego es imposible hacer una
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lista completa de los numeros irracionales, o, dicho de otro modo,
no son numerables.

Pero entonces no podemos recitar ordenadamente una lista
exhaustiva de los irracionales, el matematico tiene razon... Pues no,
no tiene razon, ya que no se trata de adivinar un numero
cualquiera, sino uno pensado por alguien. Por lo tanto, disponemos
de una estrategia lenta pero segura: recitamos las letras del
alfabeto, luego las parejas de letras, luego los trios... O sea, vamos
diciendo todo lo decible, y puesto que un numero pensado por
alguien tiene que poder describirse con un numero finito de
palabras, acabaremos nombrandolo. Los numeros irracionales no
son numerables, pero los pensables si.

* % % %

Y tras esta perturbadora reflexion, paciente lector(a), solo me queda
agradecerte que me hayas acompanado en este apresurado viaje al

infinito... y mas alla.
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